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Résumé. Un entier naturel plus grand que 1 est dit y-friable, y réel,
si tous ses facteurs premiers n’excédent pas y. Dans ce travail, nous
nous intéressons aux estimations de moyennes sur les entiers friables

de la fonction fy(n) = ﬁ S gld)f(d), oo h = g=*1, f et g ap-
d/n

partiennent & une classe S contenant ’ensemble {J("),L, M}, ol
n @(n) n

o(n,l) = nIl,, (1 + %) , 1 > 2. Nous utilisons deux approches, 'une élé-
mentaire et Pautre analytique. Nous montrons que la fonction Sy, (z,y) =
= > n<e.P(n)<y Jo(n) est proportionnelle & la fonction sommatoire des
entiers sans facteurs carrés et y-friables. Cette étude généralise celle de
J.M. De Koninck et J. Grah pour la fonction f,2 et celle de M. Naimi pour
la moyenne sur les entiers friables de la fonction p2f.

Mots clés : Fonctions moyennes, valeurs moyennes, entiers sans facteur
carré, entiers friables.

Abstract. A natural number greater than 1 is said to be y—smooth, y
real, if all its prime factors do not exceed y. In this work, we are in-
terested in the estimates of means on integers free of Prime factors ~y

of the function fg(n) = ﬁ > g(d)f(d), where h = g x 1, f and g be-
d/n

on) _n_ el
n 'e(n)’ n

Stg(®,y) =3, <0 p(ny<y fo(n) is proportional to the summation function
of integers without square factors and y-smooth. This study generalizes
that by J.M. De Koninck and J. Grah for the function f,> and that of

M. Naimi for the mean over the friable integers of the function p?f.

long to a class S containing the set { }, where function

Key words and phrases: Mean functions, mean values, integers without a squared factor,
integers without large prime factors.
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1. Introduction

Soit P(n) le plus grand facteur premier de 'entier n > 1 et convenons que
P(1) = 1. L’étude de I’ensemble S(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas
x, autrement dit des entiers n tels que P(n) < y et n < z, s’avére capitale en
théorie analytique des nombres. Par différentes méthodes, la fonction ¥ (z,y) =
= |S(z,y)| a été étudiée de maniére approfondie par de nombreux auteurs. Une
synthése sur ce sujet est rédigée par A. Hildebrand et G. Tenenbaum [6]. Par
exemple, la proposition 1.1 utile pour la suite est due & A. Hildebrand [5].

Proposition 1.1. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y satisfaisant,
exp{(loglogz)st¢} <y <=

. ¥(o) = plae {1+ 0, (FEEDY ]

log z

ot p est la fonction de Dickman [5, 6] et u = {520

Cette fonction p est définie par ’équation aux différences suivante :

up/(w) = —p(u— 1) (u> 1),
(1.2) pluy=1 (0<u <),
o) =0 (u<0)

Elle vérifie quelques propriétés groupées dans le lemme 1.1

Lemme 1.1. ([12], [13]) La fonction de Dickman vérifie les relations suivantes.

1) Pouru>1, on aup(u) = [ p(t)dt

u

2) 7;;((5)) <log(ulog?u), u > e*
3) pu—t)

ORI (u log® u)t uniformément pour u > 1 et 0 <t < u.

L’estimation (1.1) posséde beaucoup d’applications (cf. [7, 8] et [12, 13])
comme la démonstration du théoréme des nombres premiers [3] et l’estimation
par A. Tvi¢ [7] de la fonction ¢(z,y) = 3, <, p(ny<, #*(n). Cette fonction
dépend de la densité des entiers sans facteurs carrés et de la fonction ®(z,y)
(cfr proposition 1.2).

Proposition 1.2. Pour z > 3, on a uniformément pour tout y satisfaisant,
exp{(loglogx)?T¢} <y <=z

(1.3) 0e,y) = Spp(u)e (14O ((loglog ) ~))) .



Fonctions moyennes sur les entiers 127

Ce résultat est obtenu par les méthodes élémentaires et montre que la den-
sité des entiers sans facteur carré est S5 p(u).

Utilisant la méthode du col, M. Naimi |9] a amélioré I’estimation de 6(x,y)
ainsi que le domaine d’étude. Plus précisément, il a montré la proposition sui-
vante.

Proposition 1.3. Uniformément pour y > (logx)**¢, u > (loglogx)?, on a

o) — Cz(b)y)
14 oap) = 5 AU (15 0.))

ot CQ(Svy) = Hpgy (1 + p%) 3 /’72(87:(/) = Zpgy ps (}17 54+1)20 ﬁ est le réel deﬁnl
par l’équation

log p
1.5 1 = E .
(15) o8 PP +1
p<y

Le réel § vérifie l’estimation suivante établie par M. Naimi dans [9]

1
o 1= 0L 0 () 0(ew

ou &(u) est la fonction définie implicitement par
(1.7) S =1+ ug(u).
Remarque 1.1. La démonstration de (1.6) utilise les estimations de £(u) et
celle de l'intégrale
y
/ dt
1+t8

1

Parmi les estimations de la fonction {(u), il y a la relation (1.8)
(1.8) &(u) =logu + loglogu + O(1)

valable lorsque u > 3.

Soit xg un réel suffisamment grand. Ainsi des relations (1.6) et (1.8), on en
déduit, dans le domaine (logz)?te <y < z,x > x0, que S(z,y) > % + e. Cette
inégalité est démontrée dans [11].

Utilisant les propositions 1.1 et 1.3, M. Naimi [9] a estimé la fonction
(1.9) Op(x,y) = Y #(n)f(n)

n<z
P(n)<y
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. R - - -1
lorsque f est une fonction multiplicative positive telle que la série M
p>2

converge pour un certain réel ¢ €]0, 1[. Il obtient alors les propositions 1.4, 1.5.

Proposition 1.4. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y satisfaisant,
exp{(loglogz)**¢} <y <u

(110 05(r,9) = G Syp(w)e(1 + O.((1oglog ) ),

0w pour Re(s) > 0

6l =, (14 1221

Proposition 1.5. Uniformément pour y > (log x)ﬁ, u > (loglog )2, on a

(1.11) 0;(x,y) = WC% (1 o <i))

R 5 — G _ 92(log ¢r(s.9)) G _
pour Re(s) > 6, Cs(s,y) = Ca(s,9)G (s, 9), ¢2(f,5,9) e G CH)
=1Ilp<y (1 + %).

La démonstration de la proposition 1.4 se déduit de la proposition 1.1, du
lemme 1.1 et des propriétés de la fonction f.

Démonstration. On trouve la démonstration de ce lemme dans [1] ou [13].

Pour la proposition 1.5, M. Naimi utilise la proposition 1.3 et la méthode
du col que nous rappelons briévement dans le cas des entiers sans facteur carré
et y-friables.

Avant de rappeler la méthode du col dans le cas des entiers sans facteurs
carrés et y-friables [9], nous énongons d’abord la proposition 1.6 qui est la base
du théoréme 2.2.

Proposition 1.6. Soit c¢1, ¢ deux constantes strictement positives. On a uni-
formément pour y > (logx)'T¢, u > (loglogx)?,

1 B+iT
xS
(112) Ola) = 5r; [ Calsv) " ds-+ Ou(R(w,y),
T S
B=iT
ol

1
= B
R(z,y) = G2(B,y)x <ﬁ+1én|t?§T

G (B + it y) D
CQ(/va) '
et

—2
3_. _ u
T = {exp_(logy)2 +exp Cosw? } )
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Ainsi la méthode du col consiste & exprimer la fonction sommatoire 0(x, y)
de 2 sur les entiers friables sous forme d’une intégrale dans le plan complexe,
via la méthode de Perron [6] en premier lieu. En second lieu, on choisit dans
l'intégrale le point selle 5 défini dans (1.5) et on montre, via la formule de Taylor
a l'ordre quatre, que la contribution principale de l'intégrale provient d’un petit
voisinage de . Cette méthode est utilisée dans ce travail car elle améliore
sensiblement le domaine d’é¢tude et le terme d’erreur de la fonction Sy, (z,y).
Comme nous ’avons signalé dans le résumé, le cas particulier de notre fonction
fq est étudié dans [4] par De Koninck et Grah ou ils insistent surtout sur
les propriétés des fonctions moyennes. L’intérét de I'utilisation de la méthode
du col est que le résultat obtenu peut étre utilisé pour étudier localement la
fonction Sy , (cf. A. Hildebrand et G. Tenenbaum [6] et S. Nyandwi [10]). En
terme de moyenne, la relation (1.10) montre que la densité de certains diviseurs
d’entiers sans facteurs carrés et y-friables est proportionnelle au réel ” %2 plu)”.
Cette propriété reste conservée pour la fonction Sy, (,y), voir le théoréme 2.1.

Nous définissons maintenant 1’ensemble S. Un couple de fonctions (f, g) est
un élément de S? si

(i) f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives positives et

gp")=0sir>2

(ii) la série }_ -, W converge pour un certain réel § €]0, 1[.
Comme la fonction f,2(n) = 55ty >d/n p?(d) f(d), la fonction f, représente
une moyenne pondérée des valeurs de f sur les diviseurs de n. Les fonctions
ayant des propriétés proches a celles de la classe S ont été exploitées par G.
Bareikis et E. Manstavicius [1], et par S.D. Mohamed, H. Afef et M. Naimi [2]

pour étudier les lois de certains diviseurs.

Remarque 1.2. On rappelle les définitions des fonctions qui interviennent
dans les applications :

o(n) = Zd, o(n) =card{l, 1 <1<n, pgcd(l,d) =1}
d/n

et 20l =TT In (1 + l%) Il nous semble que la derniére fonction est rarement

exploitée dans la littérature de la théorie des nombres.

Apreés l'introduction, nous abordons la partie 2 qui contient des nouveaux
résultats mais introduisons d’abord quelques notations :

Notations

La fonction g; est définie par la relation de convolution

fo = 1% g1.



130 A. Congera, J. P. Ntahomvukiye and S. Nyandwi

Dans le demi-plan Re > max(2,4), le produit eulérien associé & la série de

29
Dirichlet de la fonction g; est

Gi(s) = H(1+( g ) -  1+9@)/ @) 1)>.

L+gp)@*+1)  (1+9(p)(p* -

Dans la suite on utilisera les fonctions

_ 9()(f(p) — 1) 1+9(p)f(p)
G =11 (1+ e t5 T D)
1
B (loglogx)e”

Pour Re(s) > 1, le produit eulérien associé & la série de Dirichlet de u? est

-+ )

p

ou ( est la fonction Zéta de Riemann.
2. Reésultats

Théoréme 2.1. Soit (f,g) € S%. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y
satisfaisant, exp{(loglogz)**¢} <y < x

(21) S5, (r,) = 5 C(1,)plw)e {1+ O.(R.)}

Corollaire 2.1. Sous les mémes conditions que celles du théoréeme 2.1, lorsque
T — +00, on a

(2'2) ng (x,y) ~ Gl(l)e(x7y)

Corollaire 2.2. Sous les mémes conditions que celles du théoréme 2.1, on a

. 1 2 w d —
l) Z Ew(n) ZM (d)(k - 1) (d)m -

i
) pl:[y ( e _11) e _kp Zpi - 1)> pw)z{l+ 0. (R.)},
DR WU
P(n)<y
C ST (1 G G st 0

p<y
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i) Y k:(n) S )k - 1)w<d>@ _

6 k—1 k(p+1)—1
w2 <+kp(p+1) kp(p? —1)

) p(u)z{l + O:(R.)}.

Théoréme 2.2. Soit (f,g) € S%. Uniformément pour y > (logm)liie et u >
> (loglogz)?, on a

¢y, (B,y)a” ( <1>)
2.3 St (x,y) = £ 1+0:(-) 1,
(23) N e T ARG
9 (log¢ry (5,9))

ol bour Re(s) > G,Cfg(s,y) = CQ(S,y)Gl(S,y), Y2 (fgasay) = - 9s2 et
6 = max(1,6).

27

Corollaire 2.3. Sous les conditions du théoréme 2.2, on a
1
Sy, (2,y) = G1(B,y)0(z,y) (1 +0. (u>> ’

Démonstration du corollaire 2.1. Chaque entier n se décompose de maniére
unique sous la forme d’un produit n = ab avec P(a) < y et P~(b) > y, ot P~ (b)
est le plus petit facteur premier de 'entier « b» avec convention P~ (1) = +o0.

En remarquant que G;(1) = % et d’aprés cette factorisation, on a

n>
o) _ gu(ab) _

P(a)<y, P~ (b)>y

_ g1(a) g1(b) g1(a)
DD DR =L Dl
a>1 b>y a>1
P(a)<y P=(b)>y P(a)<y

Sous les conditions du théoréme 2.1, on a

b 1 1
Z gllg ) Se e <= (loglog )¢
= y g log
PT(0)>y

oll ¢ est une constante strictement positif. Comme

Gl(l,y) — Z gl(a)’

a
a>1
P(d)<y
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on a alors

Gi(1) = Gi(1,y) (1 +o. ((k)gligx))) .

Finalement, on obtient

(2.4) 1, (5,) = 5 Gr(Dpw)z {1+ Ou(R2))

Comme
0(z,y) = %xp(u) {1+ O.(R:)},

on conclut, lorsque x — +o00, que Sy, (7,y) ~ G1(1)0(z,y).

Démonstration du corollaire 2.2. C’est une conséquence du théoréme 2.1

et de la définition des fonctions <p81)’ @, @ |

Démonstration du théoréme 2.1. Elle découle en partie du lemme 1.1 et
des propositions 1.2-1.3.

En effet, pour Re(s) > 1, puisque f; est multiplicative, la série de Dirichlet
Fy,(s) associée & la fonction f, peut s’écrire

(2.5) Fys)=T0, [ 1+ %
r>1 p
Or,sir>1,ona fy(p") = #(p)(l +g(p)f(p)). Cette derniére relation s’écrit
e B)(f)~ 1)
g\p p)—
fo") =1+ :
o (") 1+g(p)
Puisque ) -, f-;)(f'; ) — (1+1gtg)()pp)sf(§a€)—1)7 si on pose

b= SO =D i)

(1 +g@)p*+1)’ o

et d’apres la définition de G1(s) (cfr. notations), on obtient dans le demi-plan
Re(s) > max(1,6),

Gi(s) = 1p>2 {1 +1(s) + 1+g(p)f(p) } .

(1+g(p)(p* —1)

Ainsi la relation (2.5) devient Fy(s) = (2(s)G1(s). Les propriétés de S montrent
que G1(s) est un produit eulérien qui converge absolument pour Re(s) >

> max(%, ), § étant le réel défini par la caractérisation de la fonction f. La
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derniére relation de la fonction F(s) est équivalente en terme de convolution &
fg = p? g1, ot g est la fonction arithmétique dont le produit eulérien associé
a sa série de Dirichlet est G1(s). Par conséquent, on a

(2.6) Sy, (x,y) = Z g1(d)é (g,y> .

d<z

P(d)<y

Disons que
St,(z,y) = 51 + Sy,

ol on a posé

@n  Ssi= Y gl(d)a(g,y) ot Sy= Y gl(d)e(g,y).
d<loglog x d>loglog x
P(n)<y P(d)<y

L’estimation de 6(z,y) (proposition 1.2) montre que

d
(2.8) Ss<e Y 9 DIy,
d>loglog x
P(d)<y
avec ug = }géz. D’aprés le lemme 1.1, (3), on a
1
(2.9) plu — ug) < p(u) exp <IZ§Z log d) .

Puisque y > exp {(log log x)2+5} et pour x grand, on choisit § €]0, 1] tel

que
1—10gu>max (5,1 .
logy 2

Nous pouvons alors écrire

d
(2.10) Sy < wp(u) Z |fi(loi) )
d>loglog x d” " Ty
La convergence de la série Y -, w pour ¢ > max {4, 3 } implique que
, 1
(2.11) Sy < wp(u) TR

(loglog z)' ~Toxw
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De la proposition 1.2, nous déduisons que

si=c Y 2Dy

d<loglog =
P(d)<y

avec Cp = S {1+ O.(R.)}.

Utilisant la formule des Accroissements finis, le lemme 1.1 et la définition
de p(u), nous montrons que

(2.12) plu — uq) = plu) {1+OE (W;@)}

Si on inseére les relations précédentes dans S7, on obtient finalement

Si=Co > glfld>p(U)-

d<loglog x
P(d)<y
Ecrivons encore
d

(2.13) si=c Y 20 1,

d>1

P(d)<y
avec
_ gl(d)

(2.14) Sy =C, > op(u).

d>loglogz, P(d)<y

La convergence absolue du produit eulérien

_ g(p)(f(p) — 1) 1+g(p)f(p)
1) G =]] (1 T Ut + D T ) - 1>)

p

dans le demi-plan Re(s) > max{4, 3} montre que

91(d) 1
2.16 O<e< 1.
(2.16) Z g < (loglog x)c’ ¢
d>loglog x
P(d)<y

En groupant toutes les estimations précédentes, on obtient ’estimation énoncée

(27) 1, (5.9) = S5 Gr(Ly)p(u)z {1+ Oo(R.)} .
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Remarque 2.1. Le corollaire 2.2 montre que la densité des sous ensembles
des diviseurs étudiés dans ce travail est proportionnelle & celle des entiers sans
facteurs carrés et y-friables, propriété observée par M. Naimi [9] et H. Van.
Lint and H. E. Richert [14].

Dans la suite de ce travail, nous estimons Sy, (z,y) par la méthode du col.
Puisque (y,(s,y) = C2(s,4)G1(s,y) et que G1(s,y) est un produit conver-
gent, le point selle que nous allons utiliser est celui de Cg(s,y)%s, A savoir le

réel 8 défini dans la relation (1.5). Ainsi I’équivalent de la proposition 1.6 est
la proposition 2.1.

Proposition 2.1. La forme intégrale de la fonction sommatoire Sy, (z,y) est
donnée par la relation (2.18)

B+iT
:L.S
(218) S =g [ Gl S+ R
B—iT
avec ,
WWD

1
R < 2%Cy, (B,y) ( + ¢r, (By)

max
VT = 1<|t<T

et T' est un réel strictement positif.

Démonstration. Elle se fait de la méme maniére comme le cas de la proposi-
tion 1.6. |

Soit

Y(fgr8:y) = log(Cy,(s,y)) = n(s,y) +log Gi(s,y) ot n(s,y) = log (a(s,y).

Nous montrons qu’il y a des relations entre les dérivées par rapport a "s" de la
fonction y(fy,s,y) et celles de n(s,y), & savoir la proposition 2.2.

Proposition 2.2. Siy > (log x)ﬁ, on a

Y (fg: B5y) = m(B,v) <1 +0 <i)> , 1<1<3,

‘ 1
4(fg: B+ it,y)| = ulog'y, pour |t| < —
gy

. i !
o mi(z,y) = Lrlogla(s,y), n(fy.5,y) = Frlog ¢y, (s.y).
Démonstration. Puisque (y, (s,y) = ¢2(5,¥)G1(s,%), on a

(219) V(fya S, y) = log(Cfg (Sv y)) = 77(573/) +V(57y)70ﬁ V(S’ y) = log(Gl(Svy)'
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Pour établir cette proposition, il suffit de montrer que

8l
’Va(::l’y)’ <<logly7 1<1<3
(8,y)
84
V(ii’y) <ulogly, [t < —.
Os (Boy) log y

Posons ¢,(f,g) = %(f))_l). On a alors

e(f,9) 1+g(p)f(p)
2200 o Zl‘)g( b+1*<1+g<p>><p28—1>>'

p<y

Or

L+gp)fp)  g)(f(p)—1) Lt

A+g@)@*> -1 (1+gp)p>—1)  p>* -1
Par conséquent

(2.21) Zlog<1+ . L) alhe) 1 >

+1 p25_1 an_l

Py
On a aussi
C;D(fag) cp(fvg) 1 _ 1+p2s_1+Cp(fvg)+cp(fug)(ps_l) _
1+ 2 = - 2 -
p€_|_1 ps_l ps_l ps_l
_ "+ of9p
p28_1

On peut alors écrire
(2.22) v(s,y) =Y (log(p™ + cp(f,9)p°) — log(p™ — 1))
p<y

En dérivant par rapport a s, on obtient

V/ _ _(Cp(fag)pQS+2ps+cp(f7g))
(5:9) = g (p° + cp(f,9)) (> — 1) tog .
Disons
(5. == 30 LI 11, (5) 4 1, 5) o,
p<y

_ P41 . _ 2p° .
avee bip(s) = Grre (ranem=1 120(8) = 7 g e, FanGr - Des estima-
tions |l1,(s)] < 1 et |lap(s)| < 1, nous déduisons que

(2.23) |V (s,y)| < logy Z M < logy.
p<y
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Si 2 <1< 3, on pose y(s,y) au lieu de v (s,y), on montre que |v(s,y)| <
< log! y. En effet, on a

C
V(s.9) = D pell.g) )3<zlp<s>+z2p<s>>log2p+sy
Py p
o (£,9)
cp(frg
Sy == 21 Uip(s) + 1y(s) logp.
p<y
Or
, 2p** log p p*(p* +1)logp
1p(5) =

0t e(fo)* =1 (0° +ep(f9)2 (> - 1)
_2pP(p** +1)logp
(p* +cp(fr9)) (P> — 1)
Disons 13,(s) = Q12(p°®) log p, ot Q12 est une fraction en p* bornée. On montre

de méme que l5,(s) = Q22(p°)logp, oit Qa2 est une fraction en p* bornée. Par
conséquent

(2.24) IV (s,y)| < Z | " log p < log?y.

La dérivée d’ordre 3 de la fonction v(s,y) vérifie la relation

27 C f, g B p
vi(sy) =) ;S(Jrl)Qg(ps) log® p < log”y,
P<y

ol @3 est une fraction en p® bornée .
Pour s = g +it, |t| < @, on en déduit que

|n(7,y) (S, y)| — M 10g4p < 1Og4 Y.
pB

Py
Utilisant les relations précédentes et celles qui suivent
YO (fgr5,9) =0 (s,9) + vV (s,y),
N (B,y) = ulog'y,

on obtient
1
(2.25) 18 =10 (1402 (1))
L’avant derniére relation est établie dans la référence [9)]. |

Nous améliorons maintenant 1’estimation du reste de la proposition 2.1.
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Proposition 2.3. Soit ¢ une constante strictement positif, ug un réel suffi-

samment grand, § = max(%,0) et posons de nouveau u = }ggz Uniformément

27
pour y > (log:z:)lfe, u > ug, 0N a

Cr, (B +it,y)
Cr,(By)

et (5, i 1< ks
<c 5 3
€ exp( m) , i logy < |t] < exp(logy)z

‘ <<6,5

(2.26)

—&

Démonstration. De la relation, (y, (s,y) = C2(s,y)G1(s,y), on en déduit que

G (BHity)  G(B+ity)Gi(B+it,y)
Cr, (Bw) (B, 9)G1(B,y)

_ g(p)(f(p) — 1) L+g(p)f(p)
Gl =11 (“ Qo)+ 1) (1+g<p>><p2s—1>>’

ou

Py

dans le demi-plan Re(s) > 6.

Ainsi, on obtient
¢, (B +it,y)’ <. @Bty

Cfg (572*/) = CQ(Ba y)
exp(—ct®n2(B,y)), si \tl < Tosv
2

exp (—c%) , si @ < |t] < exp(logy) 2~

<<€,6

(2.27)

€

La derniére estimation est établie dans [9]. Nous déterminons maintenant le

terme principal de I'intégrale figurant dans la proposition 2.1. |
Proposition 2.4. Uniformément pour y > (log x)ﬁ, u > (loglogy)?, on a
. B+i/logy P Cr, (By) 1
(i) Sy, (z,y) = 5= fﬁ i/ logy Cr,(s,y)% “ds+r ooty < 7%(;97/34})77

(ii) Uniformément pour x >y > (log m)ﬁ, u > ug, 0N a

B+i/logy ’BC (B.1) )
s T ,
5 Cry(5,9)7 dos = -t (”05,5 ())
i . S ﬁ 2’”’72(fg75ay) u
B—i/logy

Démonstration. (i) D’aprés le théoréme de Perron [12], on a
B+iT
1 x®
(2.28) Sy, (w,y) = — / Cfg(s,y)? ds + Os.¢(R1),

2
B—iT
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ou
fg(n)
T:RQ(‘T’y)’Rl(x,y):lﬂ ; z
0 P(nz)gy nf (1+T [log (£)])
et
3_. u
Rofa, ) = exp (~(og)t =)+ exp (=er ot )
Si

1
Bur/72(fg: Bry)

En suivant le méme raisonnement que dans [6], on montre que

u > (loglogy)?, on a Ry(x,y) <

Ry(x,y) < 2°C;, (B, y)%.

Utilisant la deuxiéme estimation de la proposition 2.4, on obtient

Bi/1 2
i/logy exp (_ (lfzﬁq)g‘,+t2>

Bt dt <

T
xs
o) S ds <P, 8.0) [
B—iT 1/logy

€1 02ut2

T
eXp | =53 a2 _ 2
< 2’¢s, (B,y) / (6 i(lt i ) +/eXpé fiu/ dt |,
1/logy €1

oll €] = max (|1 - B, @) .
Comme

€1

2
exp (522
/ A 2020 dt < exp (— c2t ) logy

B+t 2(1 - B)*(log y)?
1/logy
et
[ exp(—czu/2)
exp(—cau
— = 2 dt — 2)log T
/ 51 < exp(—cau/2)log T,
€1
on a

T exp (_( 021;22 2)
1—8)%+¢
¢, (8,y) / R dt <
1/logy

1
< 2y, (B, y) exp (—&) log T < 2y, (ﬁ,y)ﬁ-
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De la méme facon, on montre que

B+iT .
:L.S
Cfg(s7y)? ds < xﬁCfg(ﬂay)ﬁ
B+i/logy
La relation (2.28) devient
B+i/logy
@) S =g [ Gl ds+0s (20,60
. T,y) = — s,y)— ds x — .
Fo\ T Y 24im o \SY)7 4 fo ’y\/T
B—i/logy

Comme le terme reste de Pexpression précédente est de 'ordre de

xlg Cfg(/67y) 1
By (fg: Bry) w

on conclut que

B+i/logy

_ ! z° 27¢r,(Bry) 1
0 it =g | Gaeron (D)

B—i/logy

Nous établissons maintenant le deuxiéme point de la proposition 2.4 et dont le
théoréme 2.2 en découle.

Pour s = 8 + it, on peut écrire
x® P .
Cfg(Sa Z/)? = m exXp (1og Cfg(sa y) + itlog 1’) :

Au voisinage de t = 0, la formule de Taylor a ’ordre 4 implique

log (y, (s,y) +itlogz = o + i(logx + 1)t — %tQ — i%tg’ + O (4t

via lestimation %log Cty (s,g)’ & 74 pour |t| < 6 = W, oll on a posé

= g—;llog(fg(s,y) au point s = B et t = 0.
D’aprés la proposition 2.2, on a

B3 10 (qut?) < .
6 u3

‘ -

La relation (1.5) implique logx + v; = 0. Puisque 8 > @, on a % <

<
ol
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. . y 2 . ' . q
Ainsi ﬁiit = % ( — % +0 (#)) et exp (—i 2t + O (1ut?)) = 1—i 23+
+0 (1315 + at*) .

Par conséquent

s B 2 .
Cfg(&y)% = (s, (6724)%6‘”7 (1 —~ % - zgt?’ + O3t + yat* + 572 ))

Il découle de ’estimation précédente et la nullité de 'intégrale d’une fonction
impaire que

8 41 a2 P )
ng(fcvy)ZCW/e‘ 5 u(t) dt + Oy, <mu>
-4 g~y

oit v(t) = 1+ O(73t5 + yat* + p72t2).
La relation [ _+oo - dt = | / * implique

5¢,.(5.3) e
S (@) = xszfm,yﬁ,y) (1 0se (i)

yat?
puisque ffgl e”E (v(t) — 1) dt < "W
Comme e—¢27207 4 E < ;, on conclut que
2’¢s, (Byy 1
= 220D (o (1Y)
/B 27T72(fg767y) u

Corollaire 2.4. Uniformément pour y > (log x)ﬁ,u > (loglogy)?, on a
1
(2.31) 1,0 = G800 (1405 (5.

Démonstration. On utilise la relation (y, (s,y) = (2(s,y)G1(s,y) et les esti-
mations

o0 =5 et (1 (3)).
Vi (fg: B,y) =m(B,y) (1+Oa (i)) 1<1<3. ]
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