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B (x1, ..., xk) =
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kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1
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 �� ��� 7�
������� �����

+�� k ∈ N� k ≥ 2� 6� ����� ��� I ⊂ R 6� 5
 5
 �
����5� ��5� �� 7����� �
���

5������
� 5
� ��� f, g : I → R� )
 7�

�7���
 ���� 0�����	  �� �� 
5���5� �� 5��

��� 7�
�����
� ���7� ��5�5
��� ��5� Mg = Mf � ���� ��7� ��� 5�� x1, ..., xk ∈ I,

G−1

⎛
⎝g

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

g (xj)

⎞
⎠ = F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�����

F (x) = f (kx)− kf (x) � G (x) = g (kx)− kg (x) � x ∈ I�

)
 ��� 75�� k = 2� �����
� ϕ := G ◦ F−1
� ���� ��5�� �� ��� �������
�

������� �� �������	� ��� ��	���
	
 f, g �	� ϕ 
���
���	� ��� ��	���
	�� �����

��
	

�(
� ϕ (f (x+ y)− f (x)− f (y)) = g (x+ y)− g (x)− g (y) � x, y ∈ I.

&���	�
� ��5� f �� 7�
��
������ ������
��56�� 5
� ��75��� 
�� 5�
� (65
��

3#4 �3"4� ���
� ��� ��
��5� �������
 �� ���� �5������� ����� ��
��5����� '5�7��

������
7� �
�5���
 ���� 5��� 3$4� ����� 5�����
� ��� ������� �� *��5� 3%4� 5 	���

��
��5� -������ �
�5���
 �� 7�
���������

&�����
� ��� 	5�
 ������ �� 3#4 �� �6�5�
 ��� �������
�



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

������ �� &�� I ⊂ (0,∞) 0� /
 �
����/� ��/� 1����� �
��� /������
� !���	�

��/� f : I → R �� 1�
��
������ ������
��/0�� /
� 
�� /�
� �
 /
� ��0�
����/�

�� I� /
� g �� 1�
��
����� )��

Jf := {f (x+ y)− f (x)− f (y) : x, y ∈ I} .
%� ��� ��
1���
� f, g /
� ϕ : Jf → R �/����� ��� �
�/���
 �$
�� ���
 ����� /��

a, b, c ∈ R� ��1� ��/�

g (x) = af (x) + bx+ c, x ∈ I /
� ϕ (t) = at− c, t ∈ Jf .

%
 -�.� ����� ��	� ����
��� �����/���� �
 f �� /���	��� ��� ��� ��
�� ��

������ /�� ����
� (��� ��/� �
��� ��	� 1�
�����
�� �
� 1/
 /���� ��� /
�����

/���	�
�� 0/��� �
 ��� "/�1�� '�/
�+/��� *�����	� %
����� /���	� ��/�

f, g : I → R /�� ���1� ������
��/0��� f �� (x) g�� (x) �= 0� ��� /�� x ∈ I, ���

��
1���


g′′

f ′′ �� ��1/��� 	�
���
�1 �
 I\C� ����� C �� / 
������ ��
�� ��0����

&�� f, g /
� ϕ �/����� �$
�� *�� /���	����
� �	��� ��/� Jf �� /
 �
����/� /
�

ϕ �� ���1� ������
��/0�� �
 Jf . #�����
��/��
� 0��� ����� �� �$
�� ���� �
 x /
�

���
 �
 y, �� ���

ϕ� (f (x+ y)− f (x)− f (y)) [f � (x+ y)− f � (x)] = g� (x+ y)− g� (x) , x, y ∈ I,

/
�

ϕ� (f (x+ y)− f (x)− f (y)) [f � (x+ y)− f � (y)] = g� (x+ y)− g� (y) , x, y ∈ I.

*�� 1�
�����
 g�� (x) �= 0 �x ∈ I� �	����� ��/� g� �� ����1��� 	�
���
�1 �


�/���1��/�� g� �� �
� �� �
�� *���� �
�/������ �	��� ��/� f �
�� �
� �� �
� /
�

ϕ� (t) �= 0 ��� /�� t ∈ Jf � #�����
� ��� �����1���� ����� �� ����� ��� �
�/������

�� ���

f � (x+ y)− f � (x)
f � (x+ y)− f � (y)

=
g� (x+ y)− g� (x)
g� (x+ y)− g� (y)

, x, y ∈ I�

���
1�

g� (x+ y)− g� (y)
f � (x+ y)− f � (y)

=
g� (x+ y)− g� (x)
f � (x+ y)− f � (x)

, x, y ∈ I.

,� 1�/�	 ��/� ��� ��
1���


g′′

f ′′ �� 1�
��/
�� %
����� �
 ��� �������� 1/�� ��

1���� �
� /
 �
����/� I0 ⊂ I\C ��1� ��/� ��� ��
1���


g′′

f ′′ ����� 0� ����1���

	�
���
�1 �
 I0 /
�� 0� ��� "/�1�� '�/
�+/��� *�����	�

g��

f �� (Cg′,f ′ (x+ y, y)) =
g��

f �� (Cg′,f ′ (x+ y, x)) , x, y ∈ I0, x �= y,

����� Cg′,f ′ : I2 → I ��
���� ��� ��� "/�1�� 	�/
 ��
��/��� 0� g� /
� f �
�

Cg′,f ′ (x, y) =

(
g��

f ��

)−1 (
g� (x)− g� (y)
f � (x)− f � (y)

)
, x, y ∈ I0 x �= y�



��� �� 	
�������

�� �
��
�� ��%�

Cg�,f � (x+ y, y) = Cg�,f � (x+ y, x) , x, y ∈ I0, x �= y,

���'� �� % '
	�
%��'��
	� %� ��� �%�'�� ��%	 Cg�,f �
�� ������
�' %	� ��
�'���

�	'
�%��	� ���� 
����'� �
 �%'� �%
�%&��� !��� ���
� �� a ∈ R� a �= 0, ��'� ��%�

g��

f �� (x) = a� x ∈ I�

��	'� g�� (x) = af �� (x) �

 %�� x ∈ I %	�� '
	�����	���� ���
� %
� 
�%� '
	��%	�
b %	� c ��'� ��%�

g (x) = af (x) + bx+ c� x ∈ I�

�� �
��
�� ��%�� �

 %�� x, y ∈ I�

g (x+ y)− g (x)− g (y) = a [f (x+ y)− f (x)− f (y)]− c,

���	'�� �����	� ϕ (t) := at+ b �

 t ∈ Jf � �� ��� ��� 
������

��	�
� �� �	 #�$ %	� #�$ ��� ���%��
	

ϕ (H (x, y)) = g (x+ y)− g (x)− g (y) � x, y ∈ I,

�� '
	����
��� %	� �	 #�$� �	��
 %	 %�����
	%� %�������
	 ��%� 0 ∈ I, ���  �����

��
��
	�

���� ������������ ����
�
�� 	��
� �� �������� ���� ��
�
���� ��

	������������� ��
����
�

"��	� !��

�� � ���� �

 ��������'%���� '
	��	�
�� ��	'��
	� f �� 
&�%�	

��� �
��
��	�

�
��������
 �� �

 ���
� p ∈ R\ {0, 1}� ��� ��	���
	 Mp :
∞⋃
k=2

(0,∞)
k →

→ (0,∞) ���	�� ��

Mp (x1, ..., xk) =

(
(x1 + ...+ xk)

p − (xp
1 + ...+ xp

k)

kp − k

)1/p

�� � ������������ ����
�	�� ���	 
� �������� ���� ��	�
���� �� ��� �����������

���� ��	���
	 f (x) = xp
�

�

�
��
�

��� ��� ��	���
	� M0, M1, M−∞, M∞ ���	�� ��

M0 (x1, ..., xk) =

(
kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1

�



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

M1 (x1, ..., xk) =
1

k log k
log

(x1 + ...+ xk)
x1+...+xk

xx1
1 · ... · xxk

k

,

M−∞ (x1, ..., xk) = min (x1, ..., xk) � M∞ (x1, ..., xk) =
x1 + ...+ xk

k

�
� ���	� �	 (0,∞) �	� �

 ���
� (x1, ..., xk) ∈ (0,∞)
k
, ��� ��	���
	

[−∞,+∞] � p �−→ Mp (x1, ..., xk) �� �
	��	�
�� �	� ��
����� �	�
����	��

���� M0 = Mlog, ���� �� M0 �� ������������ ����
�	�� ���	 
� ��� �����

���� ���� ��	�
���� �� log� �	� �� �� ��� ��������� ���	 ([�])� M1 = Mid·log,
���� �� M1 �� � ������������ ����
�	�� ���	 
� �������� ���� ��	�
���� ��

(id · log) (x) = x log x;

����� ��� ���	� M∞ �	� M−∞ �
� 	
� ������������ ����
�	�� ���	� 
�

�������� �����

���� �

 ���
� p ∈ (−∞,∞] ��� ���	 Mp �� ��
���� ������
�� �	� �
�
���

	�
���

������ !�� I = (0,∞)� $�� ����
 ��
&���
 f (x) = xp
��
 x ∈ I� ����

p ∈ R\ {0, 1} , �%������ ��� &�
�����
� ���� �� $���
�	 � ���� "�	%
� ���  
�����

��
 ���
� p ∈ R\ {0, 1} ��� ��
&���
 f �� �����
 ��
�&��� &�
��� �
 ��
�&��� &�
&%��

%
� ��� 
����&���� ��
&���


F (x) = f (kx)− kf (x) = (kp − k)xp

�� ��
�&��� 	�
���
�&� �� $���
�	 ����� �� &�
&���� ��%�� ��
 ���
� p ∈
∈ R\ {0, 1}� ��� ��
&���
 Mp := Mf �� % 	�%
� %
� ��
 ���
� (x1, ..., xk) ∈ Ip,

(kp − k) (Mp (x1, ..., xk))
p

= F (Mp (x1, ..., xk)) =

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

= (x1 + ...+ xk)
p − (xp

1 + ...+ xp
k) �

���
&�

Mp (x1, ..., xk) =

�
(x1 + ...+ xk)

p − (xp
1 + ...+ xp

k)

kp − k

�1/p

.

#�
&�� 	%��
� ��� �� ��� �� ��������%� 
���� ��
 ���
� (x1, ..., xk) ∈ Ik�

lim
p→0

logMp (x1, ..., xk) = lim
p→0

log
(x1+...+xk)

p−(xp
1+...+xp

k)
kp−k

p
=



��� �� 	
�������

= lim
p→0

( [(x1+...+xk)
p log(x1+...+xk)−(xp

1 log x1+...+xp
k log xk)](kp−k)

(kp−k)2

(x1+...+xk)
p−(xp

1+...+xp
k)

kp−k

−

−
(x1+...+xk)

p−(xp
1+...+xp

k)
kp−k

(x1+...+xk)
p−(xp

1+...+xp
k)

kp−k

)
=

=

log(x1+...+xk)−(log x1+···+log xk)(1−k)−(1−k) log k

(1−k)2

1−k
1−k

= log

(
kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1

,

�� #�
#���� ��!�

M0 (x1, ..., xk) := lim
p→0

Mp (x1, ..., xk) =

(
kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1

�

�
 ��� ����
 �!
�� �
�	 ���� �!��
� f = log� �� �!��� ��
 !�� ��������
x1, ..., xk�

log (kMlog)− k logMlog = log
k∑

j=1

xj −
k∑

j=1

log xj ,

���
#�� !���
 �!�� #!�#��!���
�� ��
 !�� �������� x1, ..., xk,

Mlog (x1, ..., xk) =

(
kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1

= M0 (x1, ..., xk) .

��	��!
 #!�#��!���
� ���� ��!� ��
 ���
� (x1, ..., xk) ∈ Ik�

M1 (x1, ..., xk) := lim
p→1

Mp (x1, ..., xk) =
1

k log k
log

(x1 + ...+ xk)
x1+...+xk

xx1
1 · ... · xxk

k

.

�
 ��� ����
 �!
�� 	!��
� ��� �� ��� ���� f (x) = x log x, "
����� f = id · log�
�� �!��

Mid·log 1 (x1, ..., xk) =
1

k log k
log

(x1 + ...+ xk)
x1+...+xk

xx1
1 · ... · xxk

k

= M1id·log 1 (x1, ..., xk) .

 � �	�� ��	��� #!�#��!���
� �����
� ��!�� ��
 !�� �������� x1, ..., xk,

M∞ (x1, ..., xk) := lim
p→∞Mp (x1, ..., xk) =

x1 + ...+ xk

k
.

�� ��� ��� ��
	��! ��
 M−∞, !���	�� ��
 ��� ��	���#��� �� 
��!���
�� ��!�



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

k = 2� '	� ��� x1 = x� x2 = y '	� p = −q ����� q > 0. %��


Mp (x, y) = M−q (x, y) =

(
(x+ y)

−q − x−q − y−q

2−q − 2

)−1/q

=

=

(
2− 1

2q

)1/q
(

1
xq + 1

yq − 1
(x+y)q

)1/q
.

&���
�� '	� �


 
� ��	��'���� �� �'� '

��� ��'� x = min (x, y) . !�	)� ��
���

(
2− 1

2q

)1/q
(

2
xq

)1/q ≤ M−q (x, y) ≤
(
2− 1

2q

)1/q
(

1
xq

)1/q ,

���	)�

lim
p→−∞Mp (x, y) = lim

q→∞M−q (x, y) = x = min (x, y) .

&� 
��� 
����'� )'�)��'��
	
 �	 ��� )'
� ���	 k ≥ 3� %��
� �
� �����

(x1, ..., xk) ∈ Ik, ��� ��	)��
	 [−∞,∞] � p �−→ Mp (x1, ..., xk) �
 )
	��	�
�
�
$�	)� ��� �
�	���
� �����
 
� ��'	
 '�� ��'	
� ��� ��	)��
	
 M0� M1� M−∞�
M∞ '�� ��'	
� �'�)��'��	� ��� �'���'� �����'����
 
� Mp 
	� )'	 �'
��� ������

��'� �
� ����� (x1, ..., xk) ∈ Ik, ��� ��	)��
	 [−∞,∞] � p �−→ Mp (x1, ..., xk)
�
 
���)��� �	)��'
�	� �	 �')� 
� ��� 
��	 �	����'�
 (−∞, 0)� (0, 1)� '	� (1,∞)�
%�� )
	��	���� 
� ���
 ��	)��
	 ������
 ��'� �� �
 
���)��� �	)��'
�	� �	 [−∞,∞]�
%��
 )
������
 ��� ��

�
 
� ��� '	� �����

"� )
��
�� ��� ��'	 M−∞� (��	� 	
� 
���)�� �
 	
� 
� ��� )
	
������ �����
�

���� �
� ��� )
	��'��� ��'� M∞� ��� '��������) ��'	 �
 
� ��� �
�� ��� �	

(0,∞) �	 ��� )'
� k = 2� ���� ��'� M∞ (x, y) = x+y
2 '	� ��'� M∞ = Mf �
� '

��	)��
	 f : (0,∞) → R�  �
� ��� '	� ��� �� ���

f

(
2
x+ y

2

)
− 2f

(
x+ y

2

)
= f (x+ y)− f (x)− f (y) � x, y > 0�

���	)�

f

(
x+ y

2

)
=

f (x) + f (y)

2
� x, y > 0,

��'� ������
 ��'� f (x) = ax + b �
� '�� x > 0� $�	)� �
� ���
 ��	)��
	 ���

�'�)�� ������	)� �
 ��� )
	
�'	� ���
� �
����' ��� �
�
 	
� ���	� ' ��'	�

%��
 )
������
 ��� ��

� 
� ������

#�
��� ���� �
 
(��
�
� �



��� �� 	
�������

��
 �� �� �� 
�� ���� k = 2, ��	
	��
�	� � �����

Mp (x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

�
(x+y)p−(xp+yp)

2p−2

�1/p

�� p ∈ R\ {0, 1}
2xy
x+y �� p = 0

1
2 log 2 log

(x+y)x+y

xxyy �� p = 1.

�� 
��
������� M0 �� 
�� ����	��� ���� H (x, y) = 2xy
x+y ����� M2 �� 
��

��	��
��� ���� G (x, y)=
√
xy, ��
 
��� �� �	
 
�� ���� �� k > 2. �	��	��� ��

����� �	� ��� x, y > 0,

M−1 (x, y) =
3xy (x+ y)

2 (x2 + xy + y2)
� M3 (x, y) = A1/3 (x, y)G2/3 (x, y) ,

����� A (x, y) = x+y
2 .

�� 
�� ���� p = 2 ��	
	��
�	� � �����

M2 (x1, ..., xk) =

����2
�

i,j=1,...,k� i�=j

xixj

k (k − 1)
.

�����"���� �� ��� k ∈ N� k ≥ 2 "� ����� ������ ��!� f : (0,∞) → R �!������
��� #
	����
	� 
�  ��

�� 1� ��!
!	���	� ��!� Mf ����	 "� (3) �� ! k��!
�!"��
��!	 �	 (0,∞)� �� Mf �� �
�
��	�
�� ���	 Mf = Mp �

 �
�� p ∈ R�

���� �� ���� �"�� �������"� 
� �� ��  ������� ��
� ����� ��� !�

��
������ 	 ���"�����

����� ���	��� � ��
� f (x) = px ����� p > 0, p �= 1� �� 	�
���

���
������� �� �

 ���
� p > 1 ��� ��	#��
	 Mp :
∞�
k=2

(0,∞)
k → (0,∞) , ����

��� 
���
�#��
	 �
 (0,∞)
k
���	�� !� ��� #
	��	�
�� �
����
	� 
� ��� �����#��

���!����

pkpMp − kppMp = px1+···+xk − (px1 + · · ·+ pxk) , x1, ..., xk > 0,

�� ! ��!����!�#�� ����
�	#� ��!	 
� !������� ���� ��	�
!��� "� ��� ���
	�	��!�

��	#��
	 f (x) = px�

�

�
��
� �� k = 2, ���	 �

 !�� x, y > 0,

Mp (x, y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

logp

�
1 +

�
(px − 1) (py − 1)

�
if p > 1

logp

�
1−�

(1− px) (1− py)
�

if 0 < p < 1,



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

M1 (x, y) := lim
p→1

Mp (x, y) =
√
xy, M∞ (x, y) := lim

p→∞Mp (x, y) =
x+ y

2
.

M0 (x, y) := lim
p→0

Mp (x, y) = min (x, y) ,

��� 	�� �
�
	���

[0,∞] � p �−→ Mp (x, y) �� 
��	��
�
��

������ $%�� %�&���%�� p > 0� p �= 1� %
� f (x) = px ��� x ∈ (0,∞)� #�
'�
p = eq ��� ��	� q ∈ R� q �= 0� %�����
� $�����	 �� �� �%�� F (x) = exp (kqx)−
−k exp (qx)� #�
'� F � (x) = kq exp (qx) [exp ((k − 1) qx)− 1] �� �������� ��� %��
x ∈ (0,∞) %
� q ∈ R\ {0} , �� F �� ����'��� �
'��%��
� �
 (0,∞) ��� �%'�
q ∈ R\ {0}� #�	��%���� ��� �%'� j = 1, ..., k� %
� ����� q ∈ R\ {0} , ��� ��
'���


(0,∞) � xj �−→ exp p (x1 + ...+ xk)− (exp px1 + ...+ exp pxk)

�� �
'��%��
� �
 (0,∞)� $��������� �
 ���� �� $�����	 � ���� %
� "�	%�� ��

��� ����� p > 0� ��� ��
'���
 Mp := Mf �� % ���� ���
�� ����'� %
� ��		����'

	�%
 �
 (0,∞)�

��� k = 2, �����
� x1 = x� x2 = y� x, y > 0 �
 ��� �	���'�� �
�%����� �� ���

[
pMp(x,y)

]2
− 2pMp(x,y) = px+y − (px + py) �

 �
'�� %���� �%�� '%�'��%���
��

Mp (x, y) = logp

(
1 +

√
(px − 1) (py − 1)

)
�� p > 1 ,

%
�

Mp (x, y) = logp

(
1−

√
(1− px) (1− py)

)
�� 0 < p < 1.

����	� ��%� p > 1� #�
'� px = exp (x log p)� �����
� q = log p �� �%��

px = exp (qx) .

!��� ��%�

lim
q→0

exp(qx)− 1

q
= x, lim

q→0

exp(qy)− 1

q
= y, x, y > 0,

%
�

Mq (x, y) =
log

(
1 +

√
(exp (qx)− 1) (exp (qy)− 1)

)

q
.

 �
'�� %�����
� ��� �� �� �����%� ����� �� ��� ��� %�� x, y > 0,

lim
p→1+

Mp (x, y) = lim
q→0+

Mq (x, y) =



��� �� 	
�������

= lim
q→0+

1

q

(
log

(
1 +

√
(exp(qx)− 1) (exp(qy)− 1)

))
=

= lim
q→0+

x (exp(qx)) (exp(qy)− 1) + y (exp(qy)) (exp(qx)− 1)

2
√
(exp(qx)− 1) (exp(qy)− 1)

(
1 +

√
(exp(qx)− 1) (exp(qy)− 1)

) =

= lim
q→0+

x (exp(qx)) · q · exp(qy)−1
q + y (exp(qx)) · q · exp(qx)−1

q

2 · q ·
√

exp(qx)−1
q · exp(qy)−1

q

(
1 +

√
(exp(qx)− 1) (exp(qy)− 1)

) =

=
x · y + y · x
2 · √x · y =

√
x y.

!�	��$
��� 	$��
� ��� �� ��� ��
	��$ ��
 Mp �� 0 < p < 1, �� %$
 ����� ��$�

lim
p→1−

Mp (x, y) =
√
xy� x, y > 0,

�� M1 �� ���� ���
���

#� �	�� ��	��$
 %$�%��$���
� ��
 ��� 
�	$�
�
� 
������� �

��	�
� �� � %��
��
�$
� ��  
��������
 � ����� �
�� ��
 ��� �
��
�$� (−∞, 0) .

�
����	 �� �	��
 ��� ��������
	� 
� �

�
����
	 2� ����
��	� M1 �	� M∞
�

 �
���
�
� k ≥ 3�

���� ������������ ����
�
�� 	��
 �� �������� ���� ��
�
���� ��

����
���	�� ��
����
�

"���
�	 � ���� f = logp, ���
� p > 0, p �= 1� �����

�
��������
 �� �

 ���
� p > 0, p �= 1� ��� ������������ ����
�	�� ��	���
	


� �������� ���� Mf :
∞⋃
k=2

(0,∞)
k → (0,∞) ��	�
���� �� �
��
������ ��	���
	

f = logp, �� � ���	� �	� Mf = B� ���
�

B (x1, ..., xk) =

(
kx1 · ... · xk

x1 + ...+ xk

) 1
k−1

� k ∈ N� k ≥ 2; x1, ..., xk > 0;

�
 �� �
�� 	
� ����	� 
	 p.

�
���� �� �� �$�� �� ��
��� ��$� f = logp �$������ ��� %�
�����
� �� "���
�	 �

�
 ��� �
��
�$� (0,∞)� !�
%� F (t) = logb (kt)− k logb� ��
	��$ ��� �	����� ��$�

logp
(
kMlogp

)−k logp
(
Mlogp

)
= logb (x1 + ...+ xk)−[logb (x1) + ...+ logb (xk)] ,

���
%�� $���
 ��	��� %$�%��$���
� �� ��� ��� 
������ �



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� � �

��� �� �� '�� 
�+� B �+� ��-���	� +

�+��� �� )!* ����� �� �� ����� ��+�

B �� ��� ��	� 
�+� ��+� �� �� ��� ,��+���
�� ���-� 
�+�� ��+� �� �� �� ��� ���


f(x+y)
f(x)f(y) , ���� 	��� ��� %�	�� #��+ �� �� ��� ���


Γ(x+y)
Γ(x)Γ(y) �

�� �� 
��� �!�� ������	!� �� 	
 
� ���
	�	�� � ����

&�
�	+�	� �� '�����
 � �� �,�+��

���
��� �� ��� k ∈ N� k ≥ 2� �	� �	 �	������ I ⊂ (0,∞) (
� I = R)� !�

��
�	��� ������
	�  � ����� �

��� ���� f : I → (0,∞) �
 
�!� ���� ��	!��
	

F : I → R ���	��  �

��� F (x) := f (kx)− [f (x)]
k
,

�
 
	���
�
	�� ���	

��� �� ��� ��	�� 
� ��� ���!�� ������	!� 
� ���
	�	���� ����

� � Ik � (x1, ..., xk) �−→ f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

�
 !
	���	�� �	 ��� ��	�� 
� F � ���	 ��� ��	!��
	 Mf : Ik → (0,∞) ���	��  �

�!� Ef (x1, ..., xk) := F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�
 � ���� ���	�� k������ �� 
�������! ������	 �	 I;

���� �� f �
 !
	��	�
�
 �	� ������ F �
 
���!��� �	!���
�	� �	�

�"� I � t �−→ f

⎛
⎝t+

k�
j=2

xj

⎞
⎠−

⎛
⎝

k�
j=2

f (xj)

⎞
⎠ f (t) �
 �
���!���� �	!���
�	��


� F �
 
���!��� ��!���
�	� �	� ��� ��	!��
	 �	 (8) �
 (
���!���) ��!���
�	�� ���	

��� ��	!��
	 Ef ����	  � (7) �
 � k������ �� 
�������! (
���!�) ���	 �	 I�

���	���
	 �� (���� ��� ����+,	� -��������� �� '�����
 �� ��� ���-���� Ef -+�

,� �������� �� +� ��� ��+���$+�-�� �������-� 
�+� �
��
�+�� �� ��� ��
������+	

��
� �����+��� ,� f �

��� �� ��� &��-� ��� ����� ��
������+	 ���-����� ��� $+�-�� �������-� ��

��
������+	 ��
� �� -����+��� �� ��
������+	 ���-���� �����+��� + 
��
�+� ��

��+� ��
��



��� �� 	
�������

��� k ∈ N� k ≥ 2� "
 �
����"� I ⊂ R� $����� �
��� "������
� "
� ���
f, g : I → R� �
 $�

�$���
 ����  �����	 �� �
� $"
 "�� ��� $�
�����
�

��"�"
����
� ��� �
�"���� Mg = Mf � ���� ��$� ��"�� ��� "�� x1, ..., xk ∈ I,

G−1

⎛
⎝g

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

g (xj)

⎞
⎠ = F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�����

F (x) = f (kx)− [f (x)]
k
� G (x) = g (kx)− [g (x)]

k
� x ∈ I�

�
 ��� $"�� k = 2� �����
� ϕ := G ◦ F−1
� ���� ��"�� �� ��� �������
� ���


��
���� �� ����
��	� ��� ��	 ��
	� f, g �	� ϕ ��������	� ��� ��	 ��
	�� �����

��
	

ϕ (f (x+ y)− f (x) f (y)) = g (x+ y)− g (x) g (y) � x, y ∈ I.

 ��� �
�"���
 �� " ���$�"� $"�� �� ��� ��
��"����� �"�$�� ������
$� �
�"���


�� ��� ����
�
��"� ����

ϕ (H (x, y)) = g (x+ y)− g (x) g (y) �

����� g,H "
� ϕ "�� ��� �
�
��
 ��
$���
��

���� ���
�������� ������	�� ���	
 
� ���
	�	���� ���� ��	������

�� �������� ��	���
	


!��
�  �����	 � ���� ��� ��
�"� ��
$���
� f (x) = px �� �#�"�


��
�

���
	 �� ��� k ∈ N� k ≥ 2 �� ����� �

 p > 0 ��� I =
�
1
p ,∞

�




I =
�
0, 1

p

�
� �

 ���
� p > 0 ���
� �� � �	����  
	��	�
�� ��	 ��
	 Ep : Ik → R

��������	� ��� ����� �� ��������

pkEp − (pEp)k = p (x1 + ...+ xk)− pkx1 · ... · xk

�	� �� �� ��� ��������� �� ����
�	 � ���	 
� ���
	�	���� ���� ��	�
���� �� ���

��	 ��
	 f (x) = px�

�

�
��
� �	 ���  ��� k = 2�

�� I =
�
1
p ,∞

�
���	

Ep
�
x, y

�
=

1

p
+

��
x− 1

p

��
y − 1

p

�
� x, y ∈

�
1

p
,∞

�
,



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

�	�

lim
p→∞Ep (x, y) =

√
xy� x, y ∈ (0,∞) ;

�� I =
(
1
p ,∞

)
���	

Ep (x, y) = 1

p
−
√(

1

p
− x

)(
1

p
− x

)
� x, y ∈

(
0,

1

p

)
,

�	�

lim
p→0

Ep (x, y) =
x+ y

2
� x, y ∈ (0,∞) .

���� ���
�������� ������	�� ���	
 
� ���
	�	���� ���� ��	������

�� �������������� ��	���
	


����� ����
�� � ��
 	���
 �
������� f (x) = xp
�� ������

��
�

���
	 �� ��� k ∈ N� k ≥ 2 �� ����� �

 ���
� p > 0 ���
� �� � �	����

�
	��	�
�� ��	���
	 Ep :
(
k

p−1
(k−1)p ,∞

)k

→
(
k

p−1
(k−1)p ,∞

)
��������	� ��� ��������

(kEp)
p − (

Ek
p

)p
= (x1 + ...+ xk)

p − (x1 · ... · xk)
p
,

�	� Ep �� ��� ������������ ����
�	�� ���	 
� ���
	�	���� ���� ��	�
���� ��

��� �������������� ��	���
	 f (x) = xp
�

�

�
��
� �� k = 2 ���	

Ep (x, y) =

(
2p−1 +

√
(xy)

p − (x+ y)
p
+ 4p−1

)1/p

, x, y ∈
(
2

p−1
p ,∞

)
;

�	 ��
������


E1 (x, y) = 1 +
√
(x− 1) (y − 1), x, y ∈ (1,∞) ;

�	�

E0 (x, y) := lim
p→0

Ep (x, y) =
2xy

x+ y
, x, y > 0,

E∞ (x, y) := lim
p→∞Ep (x, y) =

√
xy, x, y > 2 = sup

{
2

p−1
p : p > 0

}
,

�	� �

 ��� x, y > 2� ��� ��	���
	

[0,∞] � p �−→ Ep (x, y) �� �
	��	�
���



��� �� 	
�������

���� ���
�������� ������	�� ���	
 
� ���
	�	���� ���� ��	������

�� �
��������� ��	���
	


�	
 ��� �	��
������ �
����	�� f = logp �� ���� ���� ���������	
�

��
�

���
	 �� �

 ���
� p > 1 �	� k ∈ N� k ≥ 2� ���
� �� �	 �	��
��� I =
= (c (p) ,∞) ⊂ (0,∞) �	� � �	���� !
	��	�
�� ��	!��
	 Ep : Ik → I ��������	�

��� �����!�� ��������

logp (kEp)−
�
logp (Ep)

�k
= logp (x1 + ...+ xk)−

�
logp (x1)

� · ... · �logp (xk)
�
;

�� �� � ���������!�� ����
�	!� ���	 
� ���
	�	���� ���� ��	�
����  � ��	!��
	

f = logp .

�

�
��
� �� k = 2 ���	�

logp Ep (x, y) =
1

2

�
1 +

�
1 + 4

��
logp x

� �
logp y

�− logp (x+ y) + logp 2
��

,

x, y ∈ I

�	�

E∞ (x, y) := lim
p→∞Ep (x, y) =

x+ y

2
, x, y ∈ I.

�� ���
�������� ������	�� ���	
 
� �
��������� ����

���
��� �� ��� k ∈ N� k ≥ 2� �	� �	 �	��
��� I ⊂ (0,∞) !�
��� �	��


��������!���
	�  � ����� ������ ���� f : I → R �� ��!� ���� F : I → R ���	��

 �

��� F (x) := f
�
xk

�− kf (x) ,

�� 
	���
�
	�� ���	

��� �� ��� 
�	�� ���!�� ����
�	!� 
� ��� �
��
�����! ����

���� Ik � (x1, ..., xk) �−→ f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

�� !
	���	�� �	 ��� 
�	�� 
� F � ���	 ��� ��	!��
	 Lf : Ik → (0,∞) ���	��  �

���� Lf (x1, ..., xk) := F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� �! 

�� � ���� ���	�� k���
����� ������
�� �
����	 �	 I;

���� �� f �� �
	��	�
�� �	� �����
 F �� ��
����� �	�
����	� �	�

����

I � t �−→ f

⎛
⎝t

⎛
⎝

k�
j=2

xj

⎞
⎠
⎞
⎠−

⎛
⎝f (t) +

k�
j=2

f (xj)

⎞
⎠

�� (��
�����) �	�
����	��



 F �� ��
����� ���
����	� �	� ��� ��	���
	 �	 (12) �� (��
�����) ���
����	�� ���	
��� ��	���
	 Lf ����	 �� (11) �� � k���
����� ��
��� ������
�� ���	 �	 I�

$�� �� 
��� ��� �������
�

������ ��� &�� ��
*���
 f �(������ *�
�����
 ���� �� ��� (�� x, y, z ∈ I�

x < z =⇒ f (zy)− f (xy) < z − x.

��
��	��� �� '
��� ��� ����()�� *�
�����
� �� &�����	 �� ��� ��
*���
 Lf

*(
 )� �������� �� (� ( 
�(���"(�*�� ������
*� 	�(
 ����	�(
� �� ���(����	�*

���� ��
��(��� )� f �

������ �
� %�
*� ��� ��� ���(����	�* ��
*���
�� ��� "(�*�� ������
*�� ��

���(����	�* ���� (�� *�
��(
� ����� 
� ���(����	�* ��
*���
 ��
��(��� ( ���	�(


�� ��(� �����

$�� k ∈ N� k ≥ 2� (
 �
����(� I ⊂ (0,∞)� *����� �
��� 	�������*(���
� (
�

��� f, g : I → R� #
 *�

�*���
 ���� &�����	 �� �
� *(
 (�� ��� *�
�����
�

��(�(
����
� ��� �
�(���� Mg = Mf � ���� ��*� ��(�� ��� (�� x1, ..., xk ∈ I,

G−1

⎛
⎝g

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

g (xj)

⎞
⎠ = F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�����

F (x) = f
�
xk

�− kf (x) � G (x) = g
�
xk

�− kg (x) � x ∈ I�

#
 ��� *(�� k = 2� �����
� ϕ := G ◦ F−1
� ���� ��(�� �� ��� �������
�

������� �� ����
��	� ��� ��	���
	� f, g �	� ϕ ��������	� ��� ��	���
	�� �����

��
	

ϕ (f (xy)− f (x)− f (y)) = g (xy)− g (x)− g (y) � x, y ∈ I.

&��� �
�(���
 �� ( ���*�(� *(�� �� ��� ��
��(����� "(�*�� ������
*� �
�(���


�� ���(����	�* ����

ϕ (H (x, y)) = g (xy)− g (x)− g (y) �

����� g,H (
� ϕ (�� ��� �
�
��
 ��
*���
��



��� �� 	
�������

���� ��!����!�#�� ����
�
#� 	�!
� �� ���!
���	�# ���� ��
�
!���

"� !������� ��
#���
�

����
� f (x) = px �
 ����
�	 � �� �����


�
��������
 �� ��� k ∈ N� k ≥ 2 �� ����� �	� I = (0, 1) 

 I = (1,∞)� ���	

���
� �� � �	����  
	��	�
�� ��	 ��
	 L : Ik → I �� � ����

Lk − kL =

k∏
j=1

xj −
k∑

j=1

xj� x1, ..., xk ∈ I;

�	� �� �� (�	����	��	� 
	 p) ��� ��������� �� ����
�	 � ���	 
� �
��
����� 

���� ��	�
���� �� ��� ��	 ��
	 f (x) = px�

�

�
��
� �	 ���  ��� k = 2 :

�� I = (0, 1) , ���	

L (x, y) = 1−
√
(1− x) (1− y)� x, y ∈ (0, 1) ;

�� I = (1,∞) , ���	

L (x, y) = 1 +
√

(x− 1) (y − 1)� x, y ∈ (1,∞) .

���� ��!����!�#�� ����
�
#� 	�!
� �� ���!
���	�# ���� ��
�
!���

"� ����
�
��!� ��
#���
�

������
� ����
�	 � �� ��� ����
�
���� ��
����
� �� �����
 ��� �������
�

�
��������
 �� �

 ���
� p > 1, ���
� �� � ��
� � ������
� ���	 Lp :

:
∞⋃
k=2

(1,∞)
k → (1,∞) ��������	� ��� ����� �� ��������

p(Lp)
k − kpLp = px1·...·xk − (px1 + ...+ pxk) ,

���� �� ��� ��������� �� ����
�	 � ���	 
� �
��
����� ���� ��	�
���� �� ���

��	 ��
	 f (x) = px�

 �	!
� ��� �� �� 
�� �
�� ��� �������� ��
	��� �� ��� 	��
 Lp ���
 ��

k = 2, �
 �� L1 := limp→1 Lp.

���� ��!����!�#�� ����
�
#� 	�!
� �� ���!
���	�# ���� ��
�
!���

"� 	�������#!���� ��
#���
�

������
� ����
�	 � �� ��� 	������������� ��
����
 f (x) = xp
�� �����




�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

�����	�
��� �� �

 ���
� p > 0 ���
� �� � ��
��� ������
�� ���	 Lp :

:
∞⋃
k=2

(1,∞)
k → (1,∞) ���� ����

(Lp)
pk − k (Lp)

p
= (x1 · ... · xk)

p − (xp
1 + ...+ xp

k) � x2, ..., xk > 1,

�	� �� �� ��� ������������ ����
�	�� ���	 
� �
��
������ ���� ��	�
���� �� ���

�
��
 ��	���
	 f (x) = xp
�

�� k = 2 ���	� �

 ��� x, y > 1,

Lp (x, y) =
(
1 +

√
(xp − 1) (yp − 1)

)1/p

,

L0 (x, y) := lim
p→0

Lp (x, y) =
√
xy, L∞ (x, y) := lim

p→∞Lp (x, y) = max (x, y) .

������ �
� "

 ���
� p < 0 ��� ��	)��
	 F �� ��
�)��� �	)
�'��	� '	� ���

��	)��
	 �	 )
	����
	 ���� �� ��
�)��� ��)
�'��	� �'� ��� �'
��'� ��
��'���� 
� ���


����)���� ��	)��
	 �� 	��'������ #� �
��
�� ��'� ��� ��	)��
	 Lf �� ' �
���'	

�	 (1,∞) , '	� �	 ��� )'�� k = 2�

Lf (x, y) =
(
1−

√
(1− xp) (1− yp)

)1/p

.

#	 �'
��)��'
� �	 )'�� k = 2� Lf �� 	
� �)
������	�'
�� �
 L−p ���� 
����)�

�
 ��� ��
���
�) ��'	 G = L0 ���� %��&��

������ ��� #	 )'�� k = 2, �����	� �

 ���
� p > 0,

L−p (x, y) :=
xy

Lp (x, y)
� x, y > 1,

�� 
(�'�	 ' 
	���'
'����
 �'���� 
� ��'	� {Lp : p ∈ R} ��'� �� )
������ �	

��� ��	�� 
� �)
������	�'
�	����� 	'����� �

 ���
� p > 0 ��� ��'	 L0 ��

�	�'
�'	� ���� 
����)� �
 ��'	����� �'���	� (Lp,L−p) : (1,∞)
2 → (1,∞)

2
,

��'� ��

L0 ◦ (Lp,L−p) = L0�

$��� �')� ��'
'	����� ��'� ��� �����	)� ( (Lp,L−p)
n
: n ∈ N) 
� ���
'��� 
� ���

�'���	� (Lp,L−p) )
	��
��� ��	��

��� 
	 )
��')� ��(����� �
 ��� ��'	�

���� �'���	� (L0,L0) ���� % &�� $�� ��'	 L−p �

 p > 0 �� 	
� ' �
�'
�����)

���� !'�)�� ��'�������
�	)� ��'	 
� ' ��������)'���� ��	�
'�

� $��� �� '

���'��'	�'��
�� �

��
�� 
� ���� ����	��
	 
� ��� �'���� {Lp : p ≥ 0}�



��� �� 	
�������

�� ������������ ��������� ����� 	� ���
�
����
��� 
�
�

!�
#� ��� #�
��
���� 	�������#"���� ��
#���
� "�� ����� ��
#���
�� �� ���

������ P �� ��
��� ��� �����#���� 	�"
��

���	��� �� ��� k ∈ N� k ≥ 2� �	� �	 �	������ I ⊂ (0,∞) ��

�� �	���

������������
	� �� ����� �

��� ���� � ��	���
	 f : I → R �
 
��� ���� ��	���
	

F : I → R ���	�� ��

���� F (x) := f
�
xk

�− [f (x)]
k
,

�
 
	���
�
	�� ���	

��� �� ��� ��	�� 
� ��� ������ ������	�� 
� ���
	�	���� ����

���� Ik � (x1, ..., xk) �−→ f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

�
 �
	���	�� �	 ��� ��	�� 
� F � ���	 ��� ��	���
	 Pf : Ik → (0,∞) ���	�� ��

���� Pf (x1, ..., xk) := F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�
 � ���� ���	�� k��������� 
�������� ������	 �	 I;

���� �� f �
 �
	��	�
�
 �	� ������ F �
 
������� �	����
�	� �	�

���� I � t �−→ f

⎛
⎝t

k�
j=2

xj

⎞
⎠− f (t)

k�
j=2

f (xj) �
 (
�������) �	����
�	��


� F �
 
������� ������
�	� �	� ��� ��	���
	 �	 (16) �
 (
�������) ������
�	�� ���	
��� ��	���
	 Pf ����	 �� (15) �
 � k��������� 
�������� (
�����) ���	 �	 I�

 �� k ∈ N� k ≥ 2� "
 �
����"� I ⊂ (0,∞)� #����� �
��� 	�������#"���
� "
� ���
f, g : I → (0,∞)� !�	��"��� "� �
 ��� �������� ��#���
� �� #"
 "�� ��� #�
�����
�
��"�"
����
� ��� �
�"���� Mg = Mf � ���� ��#� ��"�� ��� "�� x1, ..., xk ∈ I,

G−1

⎛
⎝g

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

g (xj)

⎞
⎠ = F−1

⎛
⎝f

⎛
⎝

k�
j=1

xj

⎞
⎠−

k�
j=1

f (xj)

⎞
⎠ ,

�����

F (x) = f
�
xk

�− [f (x)]
k
� G (x) = g

�
xk

�− [g (x)]
k
� x ∈ I�

�
 ��� #"�� k = 2� �����
� ϕ := G ◦ F−1
� ���� ��"�� �� ��� �������
�



�
	��
 ���������� 
�� ��
�� ���

�
�!��	 �� ����
��	� ��� ��	!��
	� f, g �	� ϕ ��������	� ��� ��	!��
	�� �����

��
	

ϕ (f (xy)− f (x) f (y)) = g (xy)− g (x) g (y) � x, y ∈ I.

!��� �
�"���
 �� " ���$�"� $"�� �� ��� ��
��"����� �"�$�� ������
$� �
�"���


�� 	�������$"���� ����

ϕ (H (x, y)) = g (xy)− g (x) g (y) �

����� g,H "
� ϕ "�� ��� �
�
��
 ��
$���
��

���� �� ���� �"�� ����
�
"� 	� 
� �� 	�������" ���� ����

��
�
 ��� !�  ������� ��
"���
�

������
� !�����	 � �� ��� $�
��
���� "������� ��
$���
� �� �#�"�


�
��������
 ��� ��� ��
���
�! ���	 G :
∞⋃
k=2

(0,∞)
k → (0,∞) ,

G (x1, ..., xk) = k
√
x1 · ... · xk, x1, ..., xk ∈ (0,∞) ,

�� � ���������!�� ����
�	!� ���	 
� ��������!����� ���� ��	�
����  � ��	��


��	!��
	�� �

� �
�!������ �� p > 0� p �= 1� �	� f(x) = px �

 x ∈ (0,∞)� ���	

Pf = G.

��	 
� ���  � f(x) = x ���
 F �� ���� $�
��"
� ��
$���
� �� �� �� 
�� �
�����#���

!���� �
 ��� "#��� ����������
� ��� "���	����
 p �= 1 �� ����
��"��

���� �� ���� �"�� ����
�
"� 	� 
� �� 	�������" ���� ����

��
�
 ��� !� ����
�
�� � ��
"���
�

������
� !�����	 � �� ��� $�
��
���� ����
�
��"� ��
$���
� �� �#�"�


�
��������
 ��� ��� p > 1 �	� ��� f(x) = px �

 x ∈ (1,∞)� ���	 ���
� �� �

�	���� ��������!����� ���� ���!�� ����������
�	!� ���	 Pf :
∞⋃
k=2

(
k

1
k−1 ,∞

)k

→
→ (1,∞) ��	�
����  � f � �

�
��
 Pf �������� ��� �
��
��	� �����!�� ��������

p(Pf (x1,...,xk))
k−pkPf (x1,...,xk) = px1·...·xk−px1+...+xk , x1, ..., xk ∈

(
k

1
k−1 ,∞

)
.



��� �� 	
�������

���� �� ���� �"�� ����
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� �� 	�������" ���� ����

��
�
 ��� !� ��� 
���	�" ��
"���
�

�
� �� !����  ��

�� � �
 #
	��	�
�� �
�!
�����# ��	#��
	��

�
��������
 ��� ��� p > 1� ��� I = (p,∞) 

 I = (1, p) , �	� ��� f =
= logp� ���
� �� � �	���� �������� ����� ���� ��� �� ����������
�	 � ���	

Pf :
∞⋃
k=2

Ik → I ��	�
���� �� f �	 ��� �	��
��� I �	� Pp := Pf �������� ���

�
��
��	� ����� �� ��������

k logp Pp (x1, ..., xk)−
[
logp Pp (x1, ..., xk)

]k
=

= logp (x1 · ... · xk)−
(
logp x1

) · ... · (logp (xk)
)
.

�

�
��
� �	 ���  ��� k = 2,

�� I = (p,∞) , ���	

Pp (x, y) = p
1+

√
(logp x−1)(logp y−1),

�	�

P1 (x, y) := lim
p→1

Pp (x, y) = exp
√
(log x) (log x)� x, y > 1;

�� I = (1, p) ,

Pp (x, y) = p
1−

√
(1−logp x)(1−logp y)

�	�

P∞ (x, y) := lim
p→∞Pp (x, y) =

x+ y

2
� x, y > 1.

��	 
� ���  ��� �

�
����
	 !	� ��� 
��!��
	 logp = − log 1
p
!��
� �
 �

���

�!�� ��� ����!"�� 
����� �

 p ∈ (0, 1)�

�� ��
 � 
�	 
�

 �� ������
	 ���	 ��� ��
�#� �!�#�� ����
�	#� 
� !��������� ���
	�	��!���

�
�!
�����#� 

 ��������#!��������� 
� ! ��	�
!�

 g �� ! �
���!	� ��!��� 
����#�
������� �
 ��� ���
!���� ��	#��
	!� ���!��
	�

g (2x)− 2g (x) = x; g (2x)− [g (x)]
2
= x;

g
(
x2

)− 2g (x) = x; g
(
x2

)− [g (x)]
2
= x,
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