
���&��� %���� $(�� ���&
��
�� $�(
�  	�
� �� ������ �����

�� ��
� 
�����������	 
��������

����� �����
������ ��� ��������

������ �� �� ������� �'(�(�� $��(���

�����
 �������� � �)��*�	� "�	�(���

!���(&
�� 
	 
�� ��
� '��
��&� 	� #�	����	� ��
&� "��&�

�
���	�*(��� )� %�
��� '����

�&�*����� !�)��(�� �� ����� (**����� #�	� �� �����

��������� �	 ���
 ����� �� �
	
���� ��	������
	�� (n+1)×(n+1) ������
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%�� n, k, � )� ����	 �

����� �	�����
 ���� 1 ≤ k < � ≤ n (	� ��	
�� )�
Mn ��� 
�� 
� n × n *
����� �(���*�
� �
	
���� ��� ��	�(��(�
	(� �(����
A0 = (aij) ∈ Mn+1 ����� �
� i, j = 0, 1, . . . , n�

aij =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Lj �� j − i = −�,
lj �� j − i = −k,
di �� j − i = 0,
ri �� j − i = k,
Ri �� j − i = �,
0 
������
�.
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 ��	
�� ���

�+���� A0 ,� An+1,k,�(L, l,d, r,R) +	� ��	
�� ,� D0 = Dn+1,k,�(L, l,d, r,R)
��
 �������	+	� ����� ��� ��+�
	+� ��-�
�
 L, l,d, r,R +�� ���	�� ,�

L = (L0, . . . , Ln−�), l = (l0, . . . , ln−k),
d = (d0, . . . , dn),
R = (R0, . . . , Rn−�), r = (r0, . . . , rn−k).

(� ���� ����� �
 ��� ��+�
	+� ��-�
�
 L, l,d, r,R +
 ��� 
�,���+�
	+�� k�� 
�,�

��+�
	+�� ��+�	� ��+�
	+�� k�� 
�������+�
	+�� ��� 
�������+�
	+�� ��
��-�������

#� L,R +�� ���
 ��-�
�
 ���	 
�� �+���� ,�-
��
 + �����+�
	+� 
	� ��	
���

,� An+1,k(l,d, r) +	� ��
 �������	+	� ,� Dn+1,k(l,d, r)�

#� 1 ≤ k = � ≤ n� ���	 ��� ��
 
�������+�
	+�
 +	� ��� ��
 
�,���+�
	+�


�
��� �
������� +	� 
�� �+���� ,�-
��
 + �����+�
	+� �+����

An+1,k,k(L, l,d, r,R) = An+1,k(L+ l,d, r+R)

+	� ��
 �������	+	� D0 = Dn+1,k(L+ l,d, r+R).

(� 
�+�� -+�� An+1,k,�(L, l,d, r,R) + ���	��+�� k, ����	�+��+�
	+� �+����

����� An+1,k(l,d, r) ���� ,� ������ +
 k������+�
	+��

#	 )�* �� �����
��� + ����
� �
 ����-� ��� �������	+	� 
� k, ����	�+��+�
	+�
�+���-�
 �
 �����+�
	+� �������	+	�
 ��
����� ��+� k + � ≥ n + 1� #� k ≥
≥ (n + 1)/3� ���	 ,� 
���+,�� �+���� ��������-+��
	
 �� -+	 ����-� + k, 2k�
��	�+��+�
	+� �+���� �
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��+�
 �
 ��+�
	+� �+���-�
� #	 ���
 �+� �� ��� +	 �����-�� �
����+ �
� ���

�������	+	� 
� + ��	��+� k, 2k���	�+��+�
	+� �+�����

#	 -+
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� &
������ ��	�+��+�
	+� �+���-�
 ��� ��+�
	+� ��-�
�
 +�� -
	�


�+	� ��-�
�
� ����� L = (L, . . . , L)� R = (R, . . . , R) ∈ Rn+1−�
� l = (l, . . . , l)�

r = (r, . . . , r) ∈ Rn+1−k
� d = (d, . . . , d) ∈ Rn+1

+	� �
� ��� �+���� +	� ��


�������	+	� ��� 	
�+��
	
 An+1,k,�(L, l, d, r, R) +	� Dn+1,k,�(L, l, d, r, R) ����
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 ���� ���� �
�� ,� $+�� +	� '�	��+�� ) *�
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	+� �


(d− α, . . . , d− α︸ ︷︷ ︸
k

, d, . . . , d︸ ︷︷ ︸
n+1−2k

, d− β, . . . , d− β︸ ︷︷ ︸
k

) ∈ Rn+1
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(α,β)
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.�
 ��4
��
� ���
� �� ��� 	4�
�� A0 = An+1,k,2k(L, l,d, r,R) ���
� 1 ≤ k <
< 2k ≤ n 4
� k + 2k ≤ n + 1� ����� (n + 1)/3 ≤ k ≤ n/2 < (n + 1)/2� ,�� ��

���
� ��� 	4�
�6�� B = (bij), C = (cij)�F = (fij), G = (gij) �� Mn+1 5�
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bij=

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 �� i=j,

− lj
dj

�� i=j+k, j = 0, . . . , k−1,

0 
������
�,

cij=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 �� i=j,

− ri
di

�� i=0, . . . , k−1, j= i+k,

0 
������
�,

fij=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 �� i=j,

−Lj

dj
�� i=j+2k, j=0, . . . , n−2k,

0 
������
�,

gij=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 �� i=j,

−Ri

di
�� i=0, . . . , n−2k, j= i+2k,

0 
������
�.
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�� ���� ���
�

��� �� ���� �� ��� ��� ������ A1 = FBA0CG = E1

�
A∗

1 ����� E1 ∈ Mk

�
 � ����
	�� ������ ���� ����
	�� �����	�
 d0, . . . , dk−1 �	�

A∗
1=An+1−k,k,k(L(1), l(1),d(1), r(1), R(1))=An+1−k,k(L(1)+l(1),d(1), r(1)+R(1))

�
 �������
	��� ����� ��� �������� ����
	�� �� �
�
 ���

L(1) =

�
−L0r0

d0
, . . . ,−Ln−2krn−2k

dn−2k

�
,

l(1) = (lk, . . . , ln−k) ,

d(1) =

�
dk− l0r0

d0
, . . . , d2k−1− lk−1rk−1

dk−1
, d2k−L0R0

d0
, . . . , dn−Ln−2kRn−2k

dn−2k

�
,

r(1) = (rk, . . . , rn−k) ,

R(1) =

�
−R0l0

d0
, . . . ,−Rn−2kln−2k

dn−2k

�
.




� ���� 	������������ ���
���� ��

�� ��
���
 
������	� �	 ����	��� ���
�


 �� �!���� A1 #!	 "� ����#�� �
 ! ��!�
	!� �!���� ���� ��
 �!���� ����

�����#!��
	
� ���	� ��� �!���#�
 U = (uij), V = (vij) ∈ Mn+1 "�

uij =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �� i = j,

− lj − Lj−krj−k/dj−k

dj − lj−krj−k/dj−k
�� i = j + k, j = k, . . . , n− k,

0 
������
�,

vij =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �� i = j,

−ri −Ri−kli−k/di−k

dj − li−kri−k/di−k
�� i = k, . . . , n− k, j = i+ k,

0 
������
��

���������	� A1 ��
� ��� ���� "� U � ���	 ��
� ��� ����� "� V �� ��� ! ��!�
	!�

�!���� A2 = UA1V ���� ��!�
	!�

�����

d0, . . . , dk−1,

dk− l0r0
d0

, . . . , d2k−1− lk−1rk−1
dk−1

,

d2k−L0R0

d0
−
�
lk− L0r0

d0

��
rk−R0l0

d0

�

dk− l0r0
d0

,

. . . , dn−Ln−2kRn−2k
dn−2k

−
�
ln−k− Ln−2krn−2k

dn−2k

��
rn−k−Rn−2kln−2k

dn−2k

�

dn−k− ln−2krn−2k

dn−2k

,

����� �	 ��� !"
�� ��	�
 k, k, n + 1 − 2k �����	�
 !�� ��
���� ��#!�
� ���

�������	!	�
 
� ��� �!���#�
 B,C, F,G,U, V !�� !�� 1�
� ��� �������	!	� 
� 
��
��	��!� ��	�!��!�
	!� �!���� An+1,k,2k �
 ��� ��
��#� 
� ��� ��!�
	!� �����	�



� A2.  
 #!�#��!�� ���
 ��
��#� �� �������� ��� �����	�
 
� ��� ��
� ��
 ��
��

�!����
�� �
 
"�!�	

d0dk − l0r0, . . . , dk−1d2k−1 − lk−1rk−1.
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$�	������
� ��� ��
��'� ���	 �� ��� ����� ����� �� ���� ��� j = 0, . . . , n− 2k�

d2k+j − LjRj

dj
−

(
lk+j− Ljrj

dj

)(
rk+j−Rj lj

dj

)

dk+j− ljrj
dj

=

=
djdj+kdj+2k−dj lj+krj+k−LjRjdj+k−ljrjdj+2k+ljRj lj+k+rjLjrj+k

djdj+k−ljrj
.

%��� �� �'�� ������

����
�	 ���� �

���	� (n+1)/3≤ k ≤n/2 ��� �������	�	�

Dn+1,k,2k(L, l,d, r,R)


� ��� ��	���� k, 2k���	������
	�� ������ �


�����

n−2k∏
j=0

(djdj+kdj+2k−dj lj+krj+k−LjRjdj+k−ljrjdj+2k+ljRj lj+k+rjLjrj+k)·

·
k−1∏

j=n+1−2k

(djdj+k−ljrj)

��	�
� ����  ���
� ��� )'�)��'���
� '(��� �� �'�� �� '���	� ��'� 
�	(���

'���'��
� �
 '
� ��
�	�
'���� '�� 
�� ����� &
�����
'���� �� ���	� 
����

)�	���)'��� �� ���)��(� ����� '���	����
� �
 ���	� �� ��� �
����� �� ��� 	'�����

!������� ���	��' ����� �� �'��� ������� ����� '���	����
�� #'	��� �� '
�


�	(�� �'� dj '���'��
� �
 '
� ��
�	�
'��� �� ����� ���
 ����')� �� (� d�j �= 0
'
� )�
��
�� ��� )'�)��'���
� �� '����� �� ��� ���	��' )�������
��
� �� ������

%'��
� ��� ��	�� d�j → 0 = dj '
� ���
 )�
��
���� '���	�
��� �� '����� ��
������ �
 ���)� dj = 0 �'� �� (� ��(���������

�� k, 2k���
�������
�� �������� �
� ��	��
����� ��������

����
	�
�
��

"
 ��� )'�� �� k, 2k���
�'��'��
'� %������� 	'���)�� ��� ��'��
'� ��)����
'�� )�
��'
� ��)����� !�
)� ��� �����	�
'
� �� ��)� 	'���)�� )'
 (� �(�'�
��

(� ��(�������
� Lj = L, lj = l, dj = d, rj = r,Rj = R� ���� '�� �����(�� �'����
�� ��� �
��)�� j� �
�� ����� ���)� �����

����
�	 ���� �

���	� (n+1)/3 ≤ k ≤ n/2 ��� �������	�	� 
� ��� k, 2k�
��	������
	�� �
������ ������ An+1,k,2k(L, l, d, r, R) �


�����

(
d3 − (LR+ 2lr)d+Rl2 + Lr2

)n+1−2k (
d2 − lr

)3k−(n+1)
.
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������ �������	(	�
 �
 ( ������ )�� �
�� *
��

���*(��� (
 ���� d0 = · · · = dk−1 = d − α� dk = · · · = dn−k = d� dn+1−k =
= · · · = dn = d − β, Lj = L� Rj = R, (j = 0, . . . , n − 2k)� lj = l�
rj = r, (j = 0, . . . , n − k)� &��
 �	 ��� ��
� ��
��*� 
� � ��� �� �(�� �



�)
������ dj = d− α, dj+k = d, dj+2k = d− β� %	 ��� 
�*
	� ��
��*� 
� � ���

�� �(�� �
 
�)
������ dj = d− α, dj+k = d− β� '��� ���
 �� �(�� ��
���

���
��� ���� ������	� (n+1)/3≤ k≤n/2 ��� ����
��	�	� 
� ��� �����
�� ��

�
������ k, 2k���	������
	�� ���
�� A
(α,β)
n+1,k,2k(L, l, d, r, R) ��

�!���

(
d3−(α+β)d2−(LR+2lr−αβ)d+(α+β)lr+Rl2+Lr2

)n+1−2k·
· (d2−(α+β)d+αβ−lr

)3k−(n+1)
.

��	
�� �� λ1, λ2, λ3 �	� λ4, λ5 ��� ��

� d 
� ��� �
�� ( ��� ) �	� �� 
	�

(����
��� ) �� �

 
� �!��� 
���� ������� ���	 ��� ����	������ 
� ��� ���
��

A
(α,β)
n+1,k,2k(L, l, 0, r, R) �
� −λ1,−λ2,−λ3 ���� �������� ����� n + 1 − 2k �	�

−λ4,−λ5 ���� �������� ����� 3k − (n+ 1)�

�� �	
���� �
�� 
� k, 2k���	������
	�� �
������ �	� �����������

�
������ �������	�	�


'� *(	 �����

 ��� �������	(	�
 �!�����!��� �	 ����
 
� #��)�
��� �
���

	
��(�
� %� �
 �	
��� �
 ��(� ���� �!��� (
 �!��� *(	 )� 
)�(�	�� ��
� �� )�

α = β = 0�

$
� ��������*�� &
������ �(���*�
 ��� �
��� (	� ����� ��*�
�
 
� ��� ������

(�
	(� �(���� A∗
1 (��

L(1) + l(1) =

(
l− Lr

d−α
, . . . , l− Lr

d−α

)
∈ Rn+1−2k,

R(1) + r(1) =

(
r − Rl

d− α
, . . . , r − Rl

d− α

)
∈ Rn+1−2k.

&�� �(�	 ��(�
	(� d(1) ∈ Rn+1−k
�


(
d− lr

d−α
,. . . ,d− lr

d−α︸ ︷︷ ︸
n+1−2k

, d−β− lr

d−α
,. . . ,d−β− lr

d−α︸ ︷︷ ︸
3k−(n+1)

, d−β− LR

d−α
,. . . ,d−β− LR

d−α︸ ︷︷ ︸
n+1−2k

)
.

%� k = (n+1)/3 ���	 ��� ������ �(�� �
 ������ �� k > (n+1)/3 ��� ��� ������

�(�� *
	�(�	
 (� ��(
� 
	� �����	��



�� 	� �� �
 
�����
 
�� �� ��������

%�� 	(�
�� A∗
1 ����� n+ 1 = 11, k = 4 �� ( 7× 7 	(�
��� �(� ��� ��
	

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d− lr
d−α r− Rl

d−α
d− lr

d−α r− Rl
d−α

d− lr
d−α r− Rl

d−α
d−β− lr

d−α
l− Lr

d−α d−β− LR
d−α

l− Lr
d−α d−β− LR

d−α
l− Lr

d−α d−β− LR
d−α

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

!�(��(��
� ��� ����
	�
(
� D∗
1 �� ���� 	(�
�� )� ���
� %���
�	� �� � �� &�' ��

��� ��(�

����� D
(α,β)
n+1,k,2k(L, l, d, r, R) = (d− α)kD∗

1 = (d− α)kDp
q,1D

k−p
q−1,1

���
� ��
 n+ 1− k = kq + p, (0 ≤ p < k) (
� ��
 q = 0, 1, . . .

Dq,1 = σq+1

�
Uq+1(

v

2σ
) +

a+ b

σ
Uq(

v

2σ
) +

ab

σ2
Uq−1(

v

2σ
)

�
=

=
σq+1

sinϑ

�
sin(q + 2)ϑ+

a+ b

σ
sin(q + 1)ϑ+

ab

σ2
sin(qϑ)

�
.

���� s = l − Lr

d− α
, t = r − Rl

d− α
, σ =

√
st, v = d − β − lr

d− α
, a = β�

b =
lr − LR

d− α
� Uj �� ��� j�� ���)����� ����
�	�(� �� ��� ��*�
� ��
�� ϑ ∈ C

�� ��*� ��(� v = 2σ cosϑ (sinϑ �= 0)� (
� st �= 0, v �= ±2σ (
� (���	��� #�
v = ±2σ ���
 �� �(�� �� �(�� ��� ��	�� (� ϑ → mπ ���� ϑ = (−1)m2σ,m ∈ Z.
 �� �� ��
 (���	����
� �
 n, k �����
 ��� (n + 1)/3 = k, q = 2, p = 0 �
 ����
(n + 1)/3 < k, q = 1, p = 0� #
 ����� *(��� ��� ����
�
�� �� Dq,1 (
� Dq−1,1

�
 ����� (
� p = 0 = (n + 1) − 3k, k − p = k = (n + 1) − 2k �
 *(�� ��� (
�
p = (n+ 1)− 2k, k − p = k = 3k − (n+ 1) �
 *(�� �����

"�
*� ��� 
�� ��
	 �� ��� ����
	�
(
� �
 ����� �� �
 )��� *(��� ���� ����

�����

(d−α)kσ(n+1)−k
�
U2

� v

2σ

�
+
a+ b

σ
U1

� v

2σ

�
+

ab

σ2
U0

� v

2σ

��(n+1)−2k
·

·
�
U1

� v

2σ

�
+
a+ b

σ
U0

� v

2σ

��3k−(n+1)

$�)�������
� ��� �(���� s, t, σ, a, b, v, ϑ, q �
�� ���� ��� �
���
�	��
�* ��
	 ��




� ���� 	������������ ���
���� �!

Dq,1 �� ��� '���� 

�� 
������)'��
	
 ��'�

D0,1 = v + a+ b =
d2 − (α+ β)d+ αβ − lr

d− α
,

D1,1 = v2 − σ2 + (a+ b)v + ab =

=
d3 − (α+ β)d2 − (LR+ 2lr − αβ)d+ (α+ β)lr +Rl2 + Lr2

d− α
.

%
�	� ���
� '	� ����� �� ��� ��� 
'�� ��
��� �
� ��� �������	'	� '
 �	 ������

�
 ����	�
 �� ��� ����	
� �� A0 = An+1,k,2k

&� �'�� 
��	 ��'� UFBA0CGV = D ����� D �
 ' ��'�
	'� �'���� ���)�

�
 �	�����(�� ��')��� �� 	
	� 
� ��
 ��'�
	'� �����	�
 ��
��� �	 ����� '�� ���
�

#

���	� ���
 A0 �
 '�

 �	�����(�� '	�

� ��� A−1
0 = CGVD−1UFB.

#�� �'���)�
 ���)��� D−1
� '���'��	� �	 � ��� �'�� �������	'	� �� '	� �����

�	� ���� �	 �
��
 B = E + B1, C = E + C1, F = E + F1, G = E + G1�

U = E + U1, V = E + V1� ����� E ∈ Mn+1 �
 ��� �	�� �'����� ����� �	���
�


'�� E −B1, E −C1, E − F1, E −G1, E −U1, E − V1 ��
��)������� �
��
��� ���

��
��)� �'���)�


� ��� U1F1B1, U1F1, F1B1, C1G1V1, C1G1, G1F1

'�� '�� ���
 �'���)�
� ����� U1B1 )
	�'�	
 
	�� 
	� �	
	���
� ��'�
	'� (��
�

��� �'�	 
	� '	� C1V1 '�

 )
	�'�	
 
	�� 
	� �	
	���
� ��'�
	'� '(
�� ���

�'�	 ��'�
	'�� $�	)� �� ��� �
� ��� �	���
� 
� A0"

� ���

A−1
0 =(E+C1)(E+G1))(E+V1)D

−1(E+U1)(E+F1))(E+B1)

=(E+C1+G1+V1+C1V1)D
−1 (E+U1+F1+B1+U1B1) .



�� 	� �� �
 
�����
 
�� �� ��������

�
�	� ��� ���	���
	
 
� B1, C1, F1, G1, U1, V1 �� 
����	 ���� ��� �� �
� ���

��� �
 S = (sij) �	� T = (tij) 
	 ��� ���� �	� ����� 
��� 
� D−1
�	 ����� ���

sij =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �� i = j,

− ri
di

�� i = 0, . . . , k − 1, j = i+ k,

−
ri − Ri−kli−k

di−k

di − li−kri−k

di−k

�� i = k, . . . , n− k, j = i+ k,

−Ri

di
+

�
ri+k − Rili

di

�
ri

�
di+k − liri

di

�
di

�� i = 0, . . . , n− 2k, j = i+ 2k,

0 
������
�

tij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �� i = j,

− lj
dj

�� i = j + k, j = 0, . . . , k − 1,

−
lj − Lj−krj−k

dj−k

dj − lj−krj−k

dj−k

�� i = j + k, j = k, . . . , n− k,

−Lj

dj
+

�
lj+k − Ljrj

dj

�
lj

�
dj+k − ljrj

dj

�
dj

�� i = j + 2k, j = 0, . . . , n− 2k,

0 
������
��

���
 �� ���� ��
���

	������ ���� ������	� (n+ 1)/3 ≤ k ≤ n/2 �	� 
��
 ��� ����
	�� �����	
�

�	 ����� ��� ������	
 ��
� ���
 
�� ��
����	�	
� S, T ��� ���� ���	�� �	�

An+1,k,2k(L, l,d, r,R)−1 = SD−1T.
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