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&��'����	��� (�� 	����
�� ����� ) �� ���	��� ���� ��)��� �( 	 � ����� ��� ��	
��������
 ��� �*
* 	 � +��� ���	��� �� ,!-
 ���������� .��/� ��� 0��	����1�2/�
���'����	�* .� (��	 �� �����	�
�	��� )� (���� �� ���'����	� ) �� �������� 	 �
���� �( � 	����
�� )�	 ����� (a, b, c) )�	 	 � ���� �( 	 � 	����
��  ����
 �����
(ak, bk, ck), k ≥ 2. ����� �����/� (������

Δ(a, b, c) = 1
4

√
(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a+ b+ c)

(�� 	 � ���� �( � 	����
�� )��� ���� � ���	��� ���� �� ��� 	���	���	* &� ) �	
(����)� )� )��� ������ 	 � �'���� �( 	 �� '���	�	�*
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��� �� ������

�� ����	
��� �
� �	����	��

Ak = bk + ck − ak, Bk = ak + ck − bk, Ck = ak + bk − ck,

��
 �
��� ���
Sk = Ak +Bk + Ck = ak + bk + ck.

���� a, b, c ��� �	������ �������� ��
 k �� � ������� ������� ���
 �
��� �����
������ �� 
����

Gk = 1
3AkBkCkSk,

� ������ �������� 	� �
� ������
 ���� 	� � ��	������ ������� ! ����� ���

������ ���� "��
	� 
 �
� 
� ��� 	� Gk �� 4k, �
�� ������ ��� �� 
����
 ��
	������� �
�� �� ������ 	� �
� �
������

�#�#! AkBkCkSk = A2kB2k +B2kC2k + C2kA2k

�� ��� ������� (a2, b2, c2) �� (a, b, c). $	�� �	��������� 
���� gk ���

�#��! gk(a, b, c) = Gk(
√
a,
√
b,
√
c),

�
�� gk �� � �	���	���� 	� 
� ��� 2k �� �
��� ����������

%	� �� ��� �	������� � ����������� ����� ��
 �
� ���� �������

	���� ���� �� ��� ���� ���	
	�� �
����� a, b, c ��� ��� n ∈ N 
�� 
�	�����

(an, bn, cn) ��	�
�� 
��� 
�� 
�	������ (ak, bk, ck), 1 ≤ k ≤ n ���� ��	�
�


������ ���� ���
�� 
�� 
�	����� (ak, bk, ck) ��	�
� ��� ���� k. ����

gk ≤ gk1 .

�� ���
� gk ≤ g1gk−1 	� ���� 
�
�� ��
��	
� ����� 	� ��� ���� 	� ��� ���	����� ���

��
��� a = b = c. �� � ������
����� ��� 
�� ����� �� ����

Δ(ak, bk, ck) ≤ ( 4√
3
)k−1Δk(a, b, c).

&
� �
�	��� ���� �� ��	��� �� �
� ���� �����	��� '� 	�
�� �	 ���
���(�
�
� �	�������� ��
 �� �������� 	� �
� �	��� ������� ��	���� �	� �	���	������
��  ��� �	�� ��		�� �� ���� 	� k = 2, ��	 �	� k = 3, ��
 	�� �	� k = 4. '� �
�

� ��� �� ��� ��� �� 
��� � ���
	
 ���������� �	� ��� �	������ k, ���� �  �	��� 
��	��� 	� ���������	��� )������� � �	������������ �	����� ��		� ���� ��  ����
�	� ��������� k.

&	 �� �� ���
� �� ��	�� *���� #�#�


���� �� 	���� ���� ���
	�� �	�� 	�  ��������� ������ a ≥ b ≥ c, �
��

����� ak+bk ≥ ck ��
 ak+ck ≥ bk 
	�
� �	� ��� k, �
�� �� ������� �	 �
	� �
��
bk+ck ≥ ak. +� ��������	� bn+cn ≥ an, ��
 �	���������� (b/a)n+(c/a)n ≥ 1,
�
��� �	�
 ����� 	� �
� ���� ��� 
�������� �� n, ���� (b/a)k +(c/a)k ≥ 1 
	�
�
�	� k ≤ n. ,������ ��  ���� bk + ck ≥ ak, ��	��� 	�� ������� �
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��� ����

 ���

�� ��� ����	
 	�� k = 2

����	 �� �������	
� �
�������� ���� �� ���
� �� �	��

9(G2
1 −G2) = (A2B2 +B2C2 + C2A2)

2 − 3A2B2C2S2 =

= A2
2B

2
2 +B2

2C
2
2 + C2

2A
2
2 + 2A2B2C2S2 − 3A2B2C2S2 =

= A2
2B

2
2 +B2

2C
2
2 + C2

2A
2
2 −A2B2C2(A2 +B2 + C2) =

= 1
2

[
A2

2(B2 − C2)
2 +B2

2(A2 − C2)
2 + C2

2 (A2 −B2)
2
]
,

���
� �� 	�����
 ��� �
������ A2 +B2 + C2 = S2� �

����	 �� ��� �� ���	
�� 
��
�����	����� ��� �� 
�����

α = a2 + bc, β = b2 + ac, γ = c2 + ab,

���� �� �	��
g21 − g2 = 1

9

[
(α+ β − 2γ)2 + 3(α− β)2

]
.

���� ��	� ��
 ����� �
�!
	� ����
� ����
 ��������� ���" ��!�

g21 − g2 = 1
63

[
3(α+ 2β − 3γ)2 + (−5α+ 4β + γ)2

]
,

���#�" ����
�����!��" 	��� 
����
� ���� �� (α, β, γ)� �

����	 
� �����#	���� �� ��� �#��
 �����	����� $���
�� ��	� ��� ��������	�
9
4 (g

2
1 − g2) 	������

%���& a4 + b4 + c4 − a3b− a3c− ab3 − b3c− ac3 − bc3 + a2bc+ ab2c+ abc2.

���#� ���� �� 	 ����!������ ������
�# ��������	�" �� #	� �� �
����� 	� 	 ����	

#�����	���� �� ��� �	��� �������� m4,m31,m22,m211, ��� ������	� ������
�#
��������	�� %��� '()& �� 
�!
�� 4. *�
 #��������#�" �� ���#��� ���� ��
��

*�
 �����!	���� �	
�	���� (a, b, c) 	�
 �	��
	�� (p, q, r), ��� #�

�����
��!
������	� ������
�# ��������	� �� ��� ��� �� 	�� ������	�� ���� �+�������

	�!��! ���
 	�� ��
���	����� �� ��� �
���� (p, q, r) :

mp,q,r = apbqcr + apbrcq + aqbpcr + aqbrcp + arbpcq + arbqcp.

���� ��� ���#��� �� ���� ��
�,��
�	��-	����. ��
 a = b = c �� 	��	�� �	��
mp,q,r = 6 ap+q+r. �� �

�
 ��� �+������� �� �� �������� 
�#
�	���! 	�

���� �������� -�
���" ���#� �� �
��� ��
 ����	�#� m3,1,0 = m3,1, �+#��� ��
 ���
%��/����� �
�������� ���
& �
	#/�� ���	����

[p, q, r] ≡ mp,q,r,



��� �� ������

����� ����	

� 	

 ��
������ 	�� �����	��� 
��� ���� [3, 1, 0].

�� ��� �	�� ������ �	��	�
��� ������ ������� ���� 	��

m4 =[4, 0, 0] = 2(a4 + b4 + c4),

m3,1 =[3, 1, 0] = a3b+ a3c+ b3a+ b3c+ c3a+ c3b,

m2,2 =[2, 2, 0] = 2(a2b2 + b2c2 + c2a2),

m2,1,1 =[2, 1, 1] = 2(a2bc+ b2ac+ c2ab).

������� ��� �	
��� �!"#� $������ %� �� ������	
� 	������ ��	�

����� Sch2(p, q) ≡ [p+ 2q, 0, 0]− 2[p+ q, q, 0] + [p, q, q] ≥ 0

�� �	
�� ��� 	

 
������� p 	�� q. &������� p = 2 	�� q = 1 '��� ����� ��� �������
����
��

m4 − 2m3,1 +m2,1,1 ≥ 0. �

����� �� (�)������ ������������ �(��� $��� ��	�� ������������ �	� �� !*#�

���%� a = x, b = x+ y, c = x+ y + z,

����� �� � ���	
��� ��

x = a, y = b− a, z = c− b,

����� �� ��
��
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 ⇐⇒ 0 ≤ a ≤ b ≤ c.

����� ��� 
�
�����	
 	� ����� �� ���������� �� ��+��� �� 
������ ��
� ���
������������ �� ���� ���� �����	� �� �������� 	

 
�����
� 3! 
�����	������ �� 	


��� ���+������ 	�� 
�������� �� 	�� ����� �� ��� �	�� ���  �	���� ���,� �������

x2y2 + x2yz + x2z2 + 4xyz2 + 2xz3 + 3y2z2 + 3yz3 + z4,


������ ��	� ��� ������	
 
�
�����	
 �� ������ ������	���� ��� 	

 a, b, c ≥ 0��

�� �	
 ������ ��� k = 3 and k = 4

$� ��� �� ��� �	�� k = 3 �� ���
� ���� ���� ��� 
�
�����	
 g31−g3, �������
�� ����� ��� ��	� g1g2−g3 �� �	���� �� �	��
�� 	�� ��� ������	������ �� ��� 
	����
�������
� ��

��� ��� ������	������ �� ��� �������

�	
��

 ���� g3 ≤ g1g2.



��������	��
 ��
 
��� ����

 ���

����� �� �� ���� �	� 
� �
� �
��
���� �
�
��� 
� �� ����
��� ��� �
�
�
��� ����� ��� f6(x, y, z) �� � ������	
� �
�
����
�� �
���
�
�� 
� ���	�� �
�

��
�� ��� ��� �
����� �
���
��� A ≤ 0. ��� 
������
�� f6(x; y; z) ≥ 0 �
��� �
	

��� �
������
�� 	��� �����	� x; y; z 
� ��� 
��� 
�

f6(x, 1, 1) ≥ 0 ��� f6(0, y, z) ≥ 0 �
	 ��� x, y, z ≥ 0.

�
�� �
�� �
� 
��
�	�  
�! ���� A �"
#� �	 �
�  
�! ���� 
� r2 ��

f6(x, y, z) = Ar2 + h1(p, q) + h2(p, q),


"�����$ ����� ��������� �
� 
������� �
�� �	��� �
� 	�"	������
�

%���& p = x+ y + z, q = xy + yz + zx, r = xyz.

'�� �	  
� � �
� �		��(��
� 
� �
�	 �
�
���) *
�

f6 = 9(g1g2 − g3) =

= 4a6 − 2a5b− 2a5c− a4b2 − 2a4bc− a4c2 − 2a3b3 + 4a3b2c+ 4a3bc2−
− 2a3c3 − a2b4 + 4a2b3c− 6a2b2c2 + 4a2bc3 − a2c4 − 2ab5 − 2ab4c+

+ 4ab3c2 + 4ab2c3 − 2ab4 − 2ac5 + 4b6 − 2b5c− b4c2 − 2b3c3−
− b2c4 − 2bc5 + 4c6

�
� (
�+�
���� ����	�
���$ �
�
��
 %���& �	

−9r2 + (26p3 − 50pq)r + (4p6 − 26p4q + 43p2q2 − 12q3),

�
�	 A = −9 < 0. ,�� � �� �	 ��
��
 �
 �-����� �
� �
�������#��+ 
� 
��
(
�+�
���� �� �
� #����	 (a, 1, 1) ��$ (0, b, c). *
� �
�	� �� 
"����

4a3(a+ 1)(a− 1)2 ��$ 4b4 + 6b3c+ 7b2c2 + 6bc3 + 4c4.

.
�
 ��� �
�������#� �
� ��� �
�������#� a, b, c, �
�	 �
� (�

� �	  
�(����� �

���� �� �� �	� ����� �
� �
�
���� 	+������ (
�+�
����	� /� �
��� #����"��	�
�
� $����� 6 �
�	� ���

m6 =2(a6 + b6 + c6),

m5,1 = a5(b+ c) + b5(a+ c) + c5(a+ b),

m4,2 = a4(b2 + c2) + b4(a2 + c2) + c4(a2 + b2),

m4,1,1 =2abc(a3 + b3 + c3),

m3,3 =2(a3b3 + b3c3 + c3a3),

m3,2,1 = abc
(
a2(b+ c) + b2(a+ c) + c2(a+ b)

)
,

m2,2,2 =6a2b2c2.



��� �� ������

�� ���� 	
��� ��
 ��������
� �
� ��� ��
�

9(g1g2 − g3) = 2m6 − 2m5,1 −m4,2 −m4,1,1 −m3,3 + 4m3,2,1 −m2,2,2.

�� ��������� �� ����������� ���� ���� ��
�� ��
���
 ����������

s1 =m6 − 2m5,1 +m4,1,1,

s2 =m6 − 2m4,2 −m4,1,1 + 2m3,2,1,

s3 =m4,2 −m4,1,1 −m3,3 + 2m3,2,1 −m2,2,2,


�� ��
�� �� ����� 

� ������
���� �� R
3
+. �� ��
 ��� �
�� ��
� s1, ��� �
� 
����

����
�� ������


���
�� ���!�
���� ���� p = 4, q = 1, �"�" s1 = Sch2(4, 1).

#�� ������ ��
�$ s2 �
� 	� �
����� 	� ��
�� �� ����
�� �����


���
��
���!�
���� �%&'$ (�
���

� � )

�*"� Sch(t) = xt(x− y)(x− z) + yt(y − x)(y − z) + zt(z − x)(z − y) ≥ 0,

�
��� ��
 
��

x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, 
�� t ≥ 0.

+
����$ �� �
,� t = 3 
�� �������� ��� ���� �
�� ���� 	� (x + y + z). ����

�-�
�����$ �� ��� s2, �"�" s2 = Sch(3)(a+ b+ c).

.��
���$ ��� ���
� ��
� �� ��� �-�
����� �� ��� /
���
��������,� �
�����)

(a− b)2(b− c)2(c− a)2 = s3.

�� �����!�����$ �!�
���� 9(g1g2 − g3) = s1 + s2 + s3 �
���� ��� ����
��" �

+�� �� ��
� �� ��� �
�� k = 4. �� �
��� ��� ��������� ��
������"

������� ��	� g4 ≤ g1g3.


����� ����� 
�� ��
�� ��
�� �� ��� �������������

9(g1g3 − g4) = 2 Sch(5) (a+ b+ c) + 2 Sch(4) (a2 + b2 + c2)+

+
(
(a− b)(b− c)(c− a)(a+ b+ c)

)2


� ������
����$ ��� ����
�� �������" �+��� ��
� ����
�� �������� �*"� ��

������ ��
� ���� ��� 

������� (a, b, c) �����
� �� (x, y, z) 
� 
	��� " �

����

��� ���� ������� �����	�
 �	��
�� 1.1
 �	��
�� 3.1 ��� �	��
�� 3.2
(���� �	� ������������ ����� ��
 k = 2, 3, 4) �� ������ g4 ≤ g41�



��������	��
 ��
 
��� ����

 ���

�� ��� ���	
���
 ������ 

��� ��
 ��	� ��
���
 ������ �� k

���� �� ���	
	� � 
���	
�� 
���� ��	�� ��� ������ �� �	������� ��
��	���	��
������ ��
�
�� ��� ��� �������� �	��� ���	� �����	��	�� 	� ��������� ��	�� �� ���
����	�� ������ �� ��������	�����  	��� ����� ��������	��� ��� 
�������� !�	��
���	��� ��	�� ���� ��� "�
�� ������� ������������	
����	
	���
�� �� �	#�
���� ��� ���
�� �� ����� 	� ��� ��
���	��� ��� 
������	��� g1gk−1−gk.$
���#�
����� 
� 	�����	��� 	� gk−1 ≤ gk−1

1 , ��� g1gk−1 − gk ≥ 0, ����

gk ≤ g1gk−1 ≤ g1g
k−1
1 = gk1 .

%�� ������	�� ��
�� �	#�� ��� ���
�� �� ����� ��� ��� ���	�	���� 
������	���
g1gk−1 − gk ��� ���� ��� ��� 
������	��� ����������� 
� & ' ��� �	�������
��
��	���	���

( � � ) � * +

��	�	��� ,� �- �* �* �* �*

����������� - ,. �) �� +* ,/�

0� 	� ���� ���� �
��� ���� ��� 1��� ��� ����� ��� ���
�� �� ����� 	� ���

������	��� g1gk−1−gk 	� ��������2 3� ��� ��� ����������� 
������	��� ' ��	��
��� ��#� 
��	�	#� ���4�	���� ' ��� ��!����� ����� ���� ��� ������� 2k2+k−2.

5� ���� �	�
��� ��� ���� ��������� ������� ��� gk1 − gk, ����������	�� ���
��� �
�#� ���	�� 	� 
��������� %�� 6�������7 �� ��� ����������� 
������	��� ���
��� ����� ����#��� ��� �	�� �� ��� ���� gk1 − gk ����� �	�� k :

k � � ) � * +

��	�	��� ,� �- )� ** ., ,�/

����������� - ,. �) �� +* ,/�

8	����� �� �����	
� ��� 
���� ��� ��� ������� �����

�� ��� 

��� �� ����
�	 ��� ��
 �
���
�
� k

8	��� �� �
���#� ���� ��� 
������	�� g1gk−1 − gk, ����� gk 	� ��1��� #	�
�,���� ��� 
� ��
�������� ��

f = 2m2k − 2m2k−1,1 +m2k−2,2 −m2k−2,1,1−���,�

− 2mk+1,k−1 −mk,k + 4mk,k−1,1 −mk−1,k−1,2.



��� �� ������

����� �	 �
� �
�� ������ 	� ����� ������� �� ������������� 	� k�� �
�� ���
�� ��	��� ������������  �
� �� ����� f ���	 �	�� �����

f1 =m2k−2,2 −m2k−2,1,1 −mk,k + 2mk,k−1,1 −mk−1,k−1,2,

f2 =m2k − 2m2k−2,2 −m2k−2,1,1 + 2m2k−3,2,1,

f3 =m2k − 2m2k−1,1 +m2k−2,1,1,

f4 =2m2k−2,2 − 2m2k−3,2,1 − 2mk+1,k−1 + 2mk,k−1,1.

!
� �"������ f = f1 + f2 + f3 + f4 ��� �� �
��#�� �� ����� 	� �
� �����

$ � % & ' � ( � )
f � *� $ *$ � *� *$ & *$

f1 + + $ *$ + + *$ � *$
f2 $ + *� *$ � + + + +
f3 $ *� + $ + + + + +
f4 + + � + *� *� + � +

�
��� �
� �	�,������ �	�����	�� �	 �
� ����� ��������

1 : m2k, 2 : m2k−1,1, 3 : m2k−2,2, 4 : m2k−2,1,1, 5 : m2k−3,2,1,

6 : mk+1,k−1, 7 : mk,k, 8 : mk,k−1,1, 9 : mk−1,k−1,2.

 	���� �
� ��	��� -��	 �� �
� �	� 	� f, ���	����� �	 �
� �	�	���� ���������
�	���	���� m2k−3,2,1. .��
	��
 � �	�����	����� ���� �� �	� ������� �� �
�
	������� f, �� �� �	������� �� �	�
 f2 ��� f4.

/� ��	�� �
�� ��� �	�� �	��	����� ��� �	��������� 	��� R
3
+. 0� 
	��� �
��

f1 : !
� ���� ������� �� � �"���� 	� � k*�
 ������ �	���	����1

f1 =
(
hk−3(a− b)(b− c)(c− a)

)2
,

�
��� hi = hi(a, b, c) ���	��� �
� i*�
 �	������ 
	�	����	�� ��������� �	��*
�	���� �� �
��� ���������� ��� &�& �� 2%3�

f2 : 4	� �
� ���	�� �	���	���� �� 
���

f2 = 2 (a+ b+ c) Sch(2k − 3),

�
��� Sch �� ������ �� �%����

f3 : !
� �
��� ������� �� ���� �	 
����� �� �
� 
��� 	� ������ /� 
���

f3 = Sch2(2k − 2, 1).



��������	��
 ��
 
��� ����

 ���

f4 : ����� � 	
��	� ��	��	��

� �� ���

1
2f4 = (a− b)c2

(
ak(ak−3 − ck−3) + bk(ck−3 − bk−3)

)
+

+ (b− c)a2
(
bk(bk−3 − ak−3) + ck(ak−3 − ck−3)

)
+

+ (c− a)b2
(
ck(ck−3 − bk−3) + ak(bk−3 − ak−3)

)
.

�
 �� ��	� �
 ���	� ��� �
������
�
�� 
� ������ �
�� ����
��	�� 
�� ������	
���

��
�� ����
�
�� ��� �
 ������� ��
��� !��
�
�� j = k − 3, �� ���� ����

aj − cj

a− c
=

(
j−1∑
i=0

aicj−1−i

)
≡ Σ(j)

ac = Σac .

"�
�� � �
�
	�� �
�
#���

� �
� ��� ����
�
�� #�� �
 ������� �� ���
�� ��

1
2f4 = (a− b)(a− c) ak

(
c2Σac + b2Σab

)
+

+ (b− c)(b− a) bk
(
a2Σab + c2Σbc

)
+

+ (c− a)(c− b) ck
(
b2Σbc + a2Σac

)
.

�� ��
� �

�� �� ��
	
�� ��� $
��
��%&����� 
� ������	
��� &���� 
��'��	
��
()� ���
��� *+, ��� a; b; c �� ����� ����	
 ��� ��� x; y; z �� ����� �
���������
����	� ����
 ��� ����������

x(a− b)(a− c) + y(b− c)(b− a) + z(c− a)(c− b) ≥ 0

�
��	 �� 
�� 
� ��� �
��
���� �	�������� �
�����
�	 �	 ���������

��� �� ���� a ≥ b ≥ c ��� x ≥ y,

��� ����

����� ��� ��� ������� �
��
�

�� 
� ���� ���
���� �
������ �� ���� 
�	� ����
-
�� ���� ��� �
 ��������� a ≥ b ≥ c ��� �� �������� .� ���� �
 ��
� ����

ak
(
c2Σac + b2Σab

)
≥ bk

(
a2Σab + c2Σbc

)
,

��
�� �
		
�� ��
�

akc2Σac ≥ bkc2Σbc and akb2Σab ≥ bka2Σab.

��� #��� 
� ���� ��� �
 a ≥ b, ��
	� ��� ���
�� ��� �� �
�
��� �� a2b2, �
�
��

�/��� ak−2Σab ≥ bk−2Σab,

��
�� �	�
 �
	�� ���� �
� k ≥ 2�



��� �� ������

���� ���� ��� 	
��� ��
 f4 ≥ 0 
�� ����� ��� 	
��� �� ��� �����
���� ��
����
�� ��� �� ���	�����

�� ��
 ���
����� ��� ���� 	

� ������
���� ������� �
�� ��� �
�� ��
� �� �
��
�� a = b = c �� �
�� gk = a2k. � ��� ��� 
�������
� !���"� �� ��� ��
�#
��
�
��$
����% �� ����& �� �'��( �
������ ��
 ����� �
����� �� �� ����)� �� ����
��
� ��� ���*������ ��� �	 �� $�
�+(

�� 
�)

�� ��� ����� ��� 	

�� �� ��*��� �� �������
 f1, &��	��) �� ���� ��
�
��� ���	���� ����)������ ������
�� 	�������
�� 

� 	������� ��"����� ��� ,-.�
�
 ,�/.� ��� 	
��� �� ��
����� ���	����� �

��������� ��	� ��� ����� ��� f4 ≥ 0 �	
�� �����
�� 	 ������ �����	���	�����

����	���� �� f4 ��� ���	��� (a2, b2, c2) 
� (as, bs, cs) ������ 	 �������	�	�����

����������� ��������� ��������	�

F4(k, j, s) = (a− b)(a− c) ak
(
csΣ(j)

ac + bsΣ
(j)
ab

)
+

+ (b− c)(b− a) bk
(
asΣ

(j)
ab + csΣ

(j)
bc

)
+

+ (c− a)(c− b) ck
(
bsΣ

(j)
bc + asΣ(j)

ac

)
,

����� ���� ��������� ����

�'�0( mk+j+1,s −mk+1,j+s +mk,j+s,1 −mk+j,s,1.

(��� �����	� �	�� 	
��� ����������� �� ��� ������ j = k−3, s = 2.) ��� �����	��

�	�� �� ������� F4(k, j, s) ≥ 0 �� ��� 	�	����� �� (5.2) ���� s �����	� �� 2, ����

ak−sΣab ≥ bk−sΣab,

����� �
������� ����� ��� s ≤ k.


����
 ��	� 1�
� �� �
��% F4(k, j, s) ≥ 0 ��
 s ≤ k + 1. �� ��� ����� �!��
��
��
� ��
 s = k + 1 �'�0( 
������ �� mk+j+1,k,1 − mk+j,k+1,1, �� ����� �
��
1��
��
�2� �����
���� ���� ,3. �
 ,�.( �
� !� 
		����� ����
���)��� ��
 ���
�������� ���
�
���) ��������� (pi)

3
1 
�� (qi)

3
1 ��� �����
����

mp1,p2,p3 ≥ mq1,q2,q3

������ �� ��� �
4�
�$
���� �����
������

p1 ≥ q1, p1 + p2 ≥ q1 + q2, p1 + p2 + p3 = q1 + q2 + q3



� ���"���� # ����� �� ��� ��� �
��� ��
 �� �
��

k + j + 1 > k + j, 2k + j + 1 = 2k + j + 1, 2k + j + 2 = 2k + j + 2.
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 ���

��������	
�����
 ��� ����	
 �	��
 ���� �	 ����� ��� ��	���	�� 
���
��
�	
 ��� ������� �
����� ��
 ���������� �	
 ��� ������� �
		� �	
 ����� ����

����������

��� ���� 	� �
������ ������������� ����������	
�����
��	���

��� ��������� �
�  ��
	�� ����	
 �	
 ������
�� �	�	����	�� �	���	����
������������ 	� 
��
�� ��! �� �	��������� 
��� ��
��"���� ������� ��	�
�� �


����������� � ����	��� ����
�� � ���� #�$�%&� '()*+$,�
�������������������	����

�,� -�����
�� �	���	����� ����������	
�����
��	����

�%� ������
  �� !"��#�� !"��
 ��	 ������ !"��
� .
	���� �������/
����� �� ����� �
������ ���� 
�0�
���� ��"�������	�� ������ ��	�
�� �
 �
�

��	������� �
 �	�� �
� ������� ����������� � $�%� #�$$+&�  
����� (�� �$
���� 	
1 �������


	������	�������	��	���

�)� &�	��'��
� !
� (
 ����)� *
 +���) ��	 ,
 *���)� 2����������� 	�
3�
������ -���
 ��
 4��
���
� ��
 �	�� ���������	��� ��� ������
� �


������������ �,,,�-� #�$$)&� ,�*%)� 	
1
�������


	��������	����	���

�'� .���'��
� �
� ��� 5	
����*-���
 ���������� ��
 ��� ��
����	���
������� �� ������ ����

�+� 4��
���
6� ����������� ����������	
�����
��	����

�(� *���)� ,
� ��������� �
��	�������� �$$+� ��� �%�
������������	� ��
�	���

��� #������ �
/
� ��� �	������/
�7�������� 	� ��� �	������ ������
�� ����/
��	�� 	� ���� 	

�
� ����� ����� ��� ����� ������� ���� � $0�0� #��++&�
�))*�)(� 	
1 ��������
��	����

��$� 1��� 1
� -���
 �	���!��� ��
 �	������ 
�7�������� 	� ��� ���� 
��
��
�	������ �	�	����	�� ������
�� �	���	������ �$�+�
����������������	
��
�����	����������!��"

+
 +2�3�4
8���
����� 	� 9���
����  �������
:������ 	� 2��	
������
;<��<� �	
=�
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����
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�
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