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REPARTITION SUR LES ENTIERS FRIABLES DES VALEURS

DE FONCTIONS ARITHMETIQUES LIEES
AUX FONCTIONS DE PILTZ

S. Nyandwi (Québec, Canada)

Au Professeur Janos Galambos pour son 70e anniversaire

Résumé. Un entier naturel plus grand que 1 est dit y-friable, y réel, si tous ses
facteurs premiers n’excedent pas y. Dans cet article, nous établissons une formule
asymptotique, valable dans un large domaine, pour la moyenne sur les entiers y-
friables d’une fonction multiplicative générale dont la série de Dirichlet est, au voi-
sinage de 1, proche d’une puissance de la fonction zéta de Riemann. Comme ap-
plications, nous obtenons des estimations de moyennes de fonctions arithmétiques,
notamment sur les entiers friables en progressions arithmétiques. G. Hanrot, G. Te-
nenbaum et J. Wu ont étudié dans la méme optique, une vaste classe de fonctions
arithmétiques contenant la classe étudiée ici. Cependant, ils ont utilisé une méthode
globale confinant leurs résultats dans des domaines relativement étroits. Nous utili-
sons une méthode locale qui améliore significativement les domaines de validité de
résultats connus.

Abstract. An integer greater than one is said to be y-friable, where y is a given
real number, if all its prime factors do not exceed y. In this paper, we establish an
asymptotic formula for the mean value, on y-friable integers, of functions which
belongs to a large class of multiplicative arithmetical functions, namely those func-
tions whose Dirichlet series behaves, in the neighborhood of 1, essentially as a
power of the Riemann Zeta Function. As applications, we obtain several estimates
for the mean values of arithmetical functions, in particular over y-friable integers
in arithmetical progressions. G. Hanrot, G. Tenenbaum and J. Wu studied the same
problem for a wide class of arithmetical functions which contains a subclass we
study here. However, they used a global method which confines their results in rel-
atively short ranges. We use here a local method which improves significantly the
ranges of validity of known results.
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1. Introduction

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier de I’entier n > 1 et convenons
que P(1) = 1. L’étude de I’ensemble S(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas x,
autrement dit des entiers n tels que P(n) < yetn < z, s’avere capitale en théorie ana-
lytique des nombres. Par des méthodes différentes, la fonction ¥(z,y) := |S(x,y)]
a été étudiée de maniere approfondie par de nombreux auteurs. Une syntheése sur ce
sujet ( dans laquelle notamment la méthode du col est appliquée a ce probleme) est
rédigée par A. Hildebrand et G. Tenenbaum dans [6]. Nous mentionnons ici deux
résultats importants concernant W(x,y). Le premier est la formule asymptotique de
A. Hildebrand [5]

1 1
(L.1) W(m,y):xp(u>{1+0(‘”g“‘+))},
logy
valable unifomément dans le domaine
y>2, 1<u< exp(logy)sﬁ*e7 e>0

avec u = logz/ log y et p la fonction dite de “Dickman” qui désigne ’unique solution
de I’équation différentielle aux différences a condition initiale

wl(w) = —plu—1),  (u>1)
(1.2) plu) = 1, (0<u<1)
plu) = 0, (u < 0)

Remarquons que le domaine de validité de cette formule s’écrit également
(He) x =3, exp (logloggn)%*‘6 <y<e.

Le deuxieme est la formule asymptotique de A. Hildebrand et Tenenbaum [6]
suivante, valable uniformément pour v > lety > 2,

x“C(Of@/){ <1 logy)}
(1.3) \If(x,y)—a\/m L+0 (57, ;

ou I’on a noté

((s;y)=[J(0=p*)""  (p premier),

p<y

l
5(5,9) = log C(s.v). Gilss) = S7olsy) (2 )
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et a(z,y) désigne I'unique solution positive de I’équation

log p
orlay) = B —1oga.

o — 1
pSyp

Pour établir la formule (1.3), ces auteurs utilisent la méthode du col qui consiste
a exprimer la fonction sommatoire d’une fonction arithmétique f sous la forme d’une
intégrale dans le plan complexe, choisissent dans 1’intégrale le point selle « et montrent
que la contribution principale de 1’intégrale provient d’un petit voisinage de «. Pour
toute fonction arithmétique f, nous poserons

Vi(z,y):= Y. fln)

neS(z,y)

et nous noterons 7 pour k € R% la fonction arithmétique multiplicative de Piltz
définie par la série de Dirichlet
+oo
k(1)
nS

¢ (s) =

(]

. (R(s) > 1).

n=1

On montre que, pour tout nombre premier p et tout entier positif m, 7 (p™) =
m+k—1
_ ( m
totique de la fonction ¥ f(:v,y). En particulier H. Smida [10] et I"auteur [7] pour
f = 7k, G. Tenenbaum et J. Wu [14] pour une fonction multiplicative telle que la
suite f(p) posséde une valeur moyenne et vérifiant certaines conditions. Voir [9], [12]
et [13] pour I’étude d’autres fonctions ainsi que pour de nombreuses autres références.

. De nombreux chercheurs se sont intéressés au comportement asymp-

La méthode de H. Smida est basée sur la nature analytique de la série

F(s,y)= Y ) S 96 R(s) > 0).

ns
P(n)<y

H. Smida montre que cette fonction est comparable a

¢*(s)pl(s — 1) log y)*

ol p est la transformée de Laplace de p de Dickman. Le résultat principal de Smida
dans [10] est le suivant valable dans le domaine (H.) :

vo) — 2(loe )L op (u log(u+ 1) 1
(14) Wy (z,y) = z(logy) Pk(){1+0< logy +(1Ogy)k)}’
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ol pg(u) la fonction I’unique solution continue dans R* de 1’équation différentielle
aux différences a condition initiale

up(u) = (k—1)px(u) — kpp(u—1), (u>1)
uk1

pe(u) = ) (0<u<1)

pk‘(u) = 0, (u < O)

I étant la fonction eulerienne. Le comportement asymptotique de py(u) est bien
connu. Par exemple, H. Smida montre dans [11] que, pour v > 0,

15 e (o
(15) pi(w) = V21O < - <u+k)>

ou +y est la constante d’Euler, 0, o2 et £ sont définies un peu plus bas. Comme appli-
cation de la formule (1.4) H. Smida obtient une formule asymptotique pour une classe
de fonctions arithmétiques f vérifiant : f = 7 x h et

Z |h(n)| < ef(logt)%’% i ef(logt)/(logy)%Jr%’ (t>2,y>2).

n>t n

P(n)<y

En utilsant la méthode du col, I’auteur donne les estimations suivantes de ¥, (z,y)
qui nous seront utiles dans la suite de cet article et que nous rappelons ici : la premicre,
valable pour > y > 2 et dont une restriction au domaine 1 < v < y/(logy) est
formulée par

- o [y o (1))
= e bl b

8l
ol on a noté ¢;(s,y) := Wklog((s,y) et ay := ai(x,y) 'unique solution de
s

I’équation log x + ¢4 (ag, y) = 0. La deuxieme estimation est donnée par

_ Tog v

\2Tog

valable uniformément pour y > 2, 1 < u < y' ¢, avec les notations suivantes : £(v)
est pour v # 1 I'unique solution non nulle de 1’équation e¢(") = 1 + v€(v), avec la
convention £(1) = 1,

k—
(17 U, (2y) = z(logy) 1ek'y+ao—u§(%)+0(#(y)+l°g2u)

1—e

u

oj = k1<i>(g(E), jeN, I(s) ::/O

e’ —1

v

dv, s € C,

et
Le(y) = exp ((log) ) (0<e<y).
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La troisieme estimation est une formule qui décrit le comportement local de la fonction
\IIT;C (ma y) :

(1.8) U, (ra,y) = W, (2, y)r* (1 + O(% + i))

valable uniformément pour z > y > 2,etot 1 < r < y, t = logr/logy et
% = min(u,y/logy). Rappelons ici la formule de A. Selberg [8] que nous utilise-
rons dans la suite : pour z > 2,

(1.9) Si(z) == ka(n) = ﬁ(logaz)kfl (1 + O(IO;D .

n<

Dans le présent travail, nous nous intéressons au comportement asymptotique de
la fonction ¥ (2, y) pour une classe de fonctions f. Si notre premiére motivation est
d’estimer W ;(z,y) pour les fonctions f = 7 * h dans un domaine plus large que
(H.), ol h est une fonction multiplicative possédant certaines propriétés sur la suites
des entiers friables et qui sera 1’objet du paragraphe 2, nous verrons au pargraphe
3 que nos résultats ont de nombreuses applications et notamment des résultats sur
la moyenne de la fonction nombre des diviseurs des entiers friables en progressions
arithmétiques. Les cas étudiés interviennent de facon naturelle dans la démonstration
du théoréme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques et expliquent
en partie pourquoi 1’étude de la fonction ¥ f(x, y) a suscité un grand intérét.

Récemment, G. Hanrot, G. Tenenbaum et J. Wu [4] ont étudié ¥ ¢(x,y) pour une
vaste classe de fonctions arithmétiques caractérisées par la propriété que le compor-
tement asymptotique au voisinage de 1 de leurs séries de Dirichlet est semblable a un
produit fini de puissances de fonctions zéta de Dedekind. Cette classe englobe celle qui
est étudiée ici, cependant leur méthode donne des résultats généraux dont la validité
est confinée dans, au plus, le domaine (H. ). Dans le présent article, nous donnons des
résultats dont le domaine de validité est plus large ce qui permet d’améliorer, notam-
ment les résultats de H. Smida [10] et nous obtenons comme applications, des résultats
nouvaux. Notre méthode repose sur 1’exploitation systématique des théoremes locaux,
partie intégrante de notre précédent travail [7].

Je tiens exprimer ici mes plus vifs remerciements a A. Granville pour son encou-
ragement et 2 H. Smati pour son aide a 1’élaboration de ce travail.

2. Le théoreme principal

Désignons par T'(k) la classe des fonctions arithmétiques multiplicatives f de la
forme f = 7y * h, ou h est une fonction multiplicative dont les séries pour chaque
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nombre premiers p

= h(p") io h(p") log p"

(21) or or
p —1 p

1 1
convergent absolument pour o > 5. Pour o > ok on pose

Rl sz R sz |10gp

pyr>1 pyr>l

On remarque que par passage au produit eulérien, on obtient

|h(n)‘ Ry (o,y)
(2.2) > o <e
n>1
P(n)<y

et I’inégalité

)| logn h(p")|lo h(n
Z\(Ig ZZ| Igpzléa)l

n>1 pyr>1 n>1
P(n)<y P(n)<y
montre que
1
(2.3) Z M < Ro(o, )P o),
n>1 n
P(n)<y

Soient € > 0 fixé et xo(¢, k) une constante positive suffisamment grande, dépendant
de € et k. Désignons par (R, ) la condition

(Re) x> xo(e,k), (logz)*™*<y<a.
Théoréme 2.1. Pour k € RY., f une fonction de la classe T'(k) et sous la condi-

tion (R.), on a uniformément

(2.4)

h(n) log log y 1 €
Ui(z,y) =Yy (z,y) Z R +O( logy + (log y)F R(Bk—§7il/)

nLy
avee € €\ Ri(Br—5)
R(ﬁk_§7y) = RQ(ﬁk_ivy)e 2’
“ {1.6(u/k)}
max{1,&(u
B = Bl y) o= 1 - LS
ogy

La preuve de ce théoréme repose sur 1’étude locale de la fonction ¥, (x, y), que nous
présentons dans le paragraphe 2.1 ci-dessous. La preuve du théoréeme 2.1 sera donnée
au paragraphe 2.2.
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2.1. Etudelocalede ¥, (x,y)
La proposition suivante résume le comportement local de ¥, (z,y) dont on a
besoin dans la suite.

Proposition 2.1. Soit 0 < ¢ < 1 un nombre réel fixé arbitrairement. Notons (R.)

la condition
r>2 (logz)'™ <y<a.

_ . €T
1. On a uniformément sous les conditions (R.) et 1 < d < min (y, 5),

Vs, (2,9) logd  loglogy 1
(2.5) lI}T"(d’y) P {1+O<logx+ logy + (logy)k ) |~

2. Il existe une constante c > 0 telle que I’on ait

Vo, (z, y)

T

2.6) Vo (5.9) <

uniformément sous les conditions (R.) et 1 < d < .

Pour prouver cette proposition, nous avons besoin du lemme suivant qui regroupe les
propriétés des fonctions &, pk, Sx et oa.
Lemme 2.1.

1. La fonction & vérifie les inégalités suivantes :

(a) 5(%) =logu+loglogu+ O(1), (u > 2k).

5
®) J(7 1) <&(p) <2 -1, (k<u<2h)
© -7 <E(F) S—p+L (0<u<h)

2. Ona
U2
@ (1) :? (1+0(3 )), (0<u<k),

log 1+ )>>’ (> k).

© 03(3) = o5(7) =275 (1+0( ). (O<u<k).

log 1+ )))’ (u> k).



208 S. Nyandwi

3. Pourk >0,0<t<1lett <wu, onal’estimation
u t
pelu— 1) = pi(u)et*(t) <1 + O()) .
u

T
4. Sous la condition 1 < d < > ona

logd
5k<§,y> = Br(z,y)+ O (logflogy) .

5. Soit0 < n < % un nombre fixé. Sous la condition
(logz)* 1 <y<w, et o3 w0 k),

ona
n
+6.

DN | =

Bk(xay) 2

Démonstration. Les points (1) et (2) est le lemme 4.3 de [11]. Montrons (3). On
rappelle que

dt
t7

1 1
oo(u) :k/o (et*(®) — 1) oo (u) :k/o tets () dt.

Comme v > 0 et k > 0, et compte tenu de I’expression (1.5) de py, on a

prlu=t) _ [ oulu)
= o e (P,

avec

F(u,t) := uﬁ(%) — (u— t)£<u];t) + /:(ukt) 1o

(%) v

En dérivant deux fois F'(u, t) par rapport a t et en utilisant la relation
27 )14+ ¢ (E)
@) e +26(%):

on obtient

O (1), D Lot

La relation(2.7) implique

quy o &)k 1
€(3) = S _F " u {1 o (g(;;)
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La formule de Taylor en ¢ = 0 a I’ordre 2 donne

Flu,t) = tf(%) +o(t2)

ol nous avons ulitisé I’estimation de £’. On termine la preuve de ce point en faisant
appel au point 1. de ce lemme.

Le point 4. découle du théoréme des accroissements finis et de I’estimation de £’
et le point 5. est une conséquence de 1.

Démonstration de la proposition 2.1. Montrons la formule (2.5). Sous 1’hy-

log d
pothese z <d< z et en notant ug = g, la formule (1.9) donne
Y 2 log x

i) = 5l ool
k

=
- L (1o ()

1
<
logy ~ log(z/d)

S

T
et sous I’hypotheése — < d < y, uest borné et

la formule (1.4),

eton a, en appliquant

29) @any)=ﬂibgyV_”%(){1+‘)<b;d'*amiﬁk>}'

Mais d’apres le lemme 2.1, (3), on a, d’une part

Su/k) logd
pr(u = g) = pr(u)d 5 (1 *O(logx))

puisque 0 < ug < 1,1 < u < 2 et ug # u, et d’autre part, par définition

u—ug)k1
Pk(U—Ud) = (F(Z))

car 0 < u — ug < 1. Finalement, on a obtenu
£(u/k) logd (u— ugq)
d logy 1 O =
pr(u)d oz ( * (ng)) (k)

En substituant dans (2.9) et en tenant compte de (2.8), on obtient la formule (2.5) pour
E<d<y
Y

k—1
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Considérons lecas 1 < d < —etd < 5 Sous la condition 2 < v < logy,

’apllication de la formule (1.4) deux fois donne

. on(u —u log log ¥ 1
(2.10) \Ika(d,y):W\Ifm(w,y){HO( log y +(1ogy)k>}’

On obtient la formule (2.5) de (2.10) en utilisant 1’estimation (3) du lemme 2.1.

Maintenant, supposons que u > log y. Sous la condition (R,), d’une part que I’appli-
cation de (1.8) fournit

z — (T u +1
@i (G) =, o) (14 0“1

et d’autre part, le lemme 2.5 de [7], le lemme 2.1 (4), impliquent

T 1
2.12) ak(37y> =Bk +0 (loga:logy) '

En combinant les relations (2.11) et (2.12), on obtient le résultat souhaité.

Montrons a présent le point 2 de la proposition. Il est clair a partir de la démonstra-
tion de la formule (2.5) qu’il reste a prouver le point (2) que dans chacun des cas des

domaines (g<d<x);(g<y<d<g);(y<d<%etu>logy).Dansle

domaine 5 < d < z, on a trivialement

TG ACA)

Prs S Py

(2.13) v, (gy) — 1<

Maintenant, supposons que z <y<d< g La formule (1.4) combinée au
Y

lemme 2.1 (3) donne de nouveau le point (2). Enfin supposons que y < d < L et
Y

u > log y. La formule (1.8) donne

(2.14) \Ika(g,y)— 1 \I/Tk(m,y)<1+0(ud;1)>.

T odon(%y)

La fonction x — «y(x, y) étant décroissante, on a

X &
ak(a7y) = O‘k(xvy) P ﬁk - 10gy

par utilisation du lemme 2.4 de [7]. Enfin, on obtient le point (2) en remarquant que

ug+1 logd+logy < log d
w log x logax’
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2.2. Démonstration du théoréme 2.1

Soitl < z < 5 un parametre. Ecrivons

Vi(x,y) =S1 4+ S2+ 53

avec
X X
Sl = Z h(n)lpﬂc(ﬁay)v S2 = Z h’(n)q/ﬂc(ﬁ7y)7 S3 = Z h(”)
n<z z<n< g F<n<z
P(n)<y P(n)<y P(n)<y

Evaluons d’abord Ss. On a

Pk |h(n)|logn
S: — —_—
9] < log x Z

B
n>1 ne
P(n)<y
D’apres la formule (1.7), on a
\IIT b
(logy)
1l s’ensuit
|S3| < L + ; ., (z,y)Ra(Br y)elh(ﬁk:y).
logz  (logy)k ) ™7 ’

Considérons Sy. En appliquant la proposition 2.1 (2), on obtient, sous la condition
(Re).

T
S| < h(n)|log n.. (7, )
S < o B hllogntn (o) <
P(n)<y
<« Yn(@y) Ih(HJII?gn <
logz  Ce P ¢/logy
P(n)<y
U, (2,
< MR2(61@ _ e/zjy)eRl(Bk_f/QﬂJ).
log z
1
En choisissant z = exp o8y , on obtient
loglogy

loglo e
s ;‘jy\Iffk(x,y)Rz(ﬁk—e/z,y>eR1<ﬂk /2:9).

|S2| <
log
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A présent, on va estimer .S;. On applique la proposition 2.1 (1). On obtient, uni-
formément sous la condition (R.) et pour le choix précédent du paramétre z,

S| = /Svl + O(Sy) avec

—~ h(n
Sl = \I}Tk ((E,y) Z n(Bk)’
nz
< log logy 1 [h(n)|log
= \\/J L Sl B =
o < logy (logy)’“)) (09 2 nf

On a clairement,

— loglogy 1 R
S 0, R 1(Brsy)
| < ( gy T oz ) (@, y)Ra (B, y)e

On écrit

§I = \Ika (1‘73/) Z h(n) - \IJT’“ (x7y) Z };L([:;)

nPr
n<y z2<nLy

|h(n |h(n |logn

z<n<y
o <log logy

U R1(Br,y)
logy ) Tk(xay)RQ(Bkay)e

Le théoréeme s’en déduit en rassemblant les estimations de S7, S> et S3.
3. Applications

Comme premiere application du théoreme 2.1 est le résultat suivant :

Corollaire 3.1. Soit un entier | > 2. Pour x >y > (logz)**¢, ona

S 1=CB) Y (2y) <1 + O(lolgolgoiy)) '

neS(z,y)

n=ninz ng
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Démonstration. Notons D(1, 1,1, z,) la fonction a estimer. On a

DL La)= > 1= Y \1/7(%@:

WESE  esei)
nes(z'/!y)
T T
= Y v(gu)+ Y o(v(gy)=
nyl/t yl/l<n<al/t
=51 + 5.

D’apres la proposition 2.1

1 logn loglogy
S1 = ——<1+0 —— | P VU (z,y).
1 Z nlBz { + (logaj * logy (@,9)

nxy

1
Le résultat découle en observant que [ > 2, et B3 > 3 et en remarquant que

1 logn
52 < Z nl(,@z—c/logy) l117'('137y)
>1

=

Pour un intérét d’ordre pratique, nos autres applications portent en grande partie
sur la répartition des valeurs des fonctions de piltz d’indice k entier > 2.

Soient a et q deux entiers premiers entre eux, et f une fonction arithmétique. Nous
noterons dans toute la suite

U(z,y, f9):= >, f), Wy faq:= > fln).

nesS(z,y) nesS(z,y)
(n,q)=1 n=alq]
Naturellement, on a
1
(31) \I/(x,y,f,a,q) = ﬁqj(xvyafaQ)—’_erreur,
PLq

ou ¢ désigne la fonction d’Euler. L’étude de ¥(z,y, 1,q) avec 1(n) = 1 a retenu
I’attention de nombreux chercheurs depuis une quinzaine d’années. Parmi eux citons
E. Fouvry et G. Tenenbaum [2], A. Granville [3], et T.Z. Xuan [15].

Larelation (3.1) montre qu’il est capital d’estimer les fonctions du second membre.
Ici, nous estimerons les deux quantités

1
‘l/$7y’7-k?aq)7 \I/m7ya7—aa/aq -—V z,Y,7,4)-
( ( ) e ( )
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(cf théoremes 3.1 et 3.2.) et nous améliorons un théoreme de G. Bachman [1]. L’idée
de base de Bachman est d’écrire 7 la puissance k-ieme de convolution de la fonc-
tion 1 et utilise une récurrence sur k. Une autre voie est d’exploiter le théoreme
2.1 ci-dessus qui peut étre généralisé a d’autres fonctions en particulier a la fonc-
tion ¥(x,y, 7k, a, q). Nous reviendrons sur le terme d’erreur de (3.1) dans un travail
ultérieur. Ayant précisé les fonctions a étudier dans cette partie, introduisons mainte-
nant quelques notations.

Définissons pour y > 2,

=[[p w@=> 1 wlgs)=][0-p)

Py plg Py
plg plg

1
et rappelons que ¢(q) = ¢ [ (1 - 7). Le théoréme ci-aprés donne une estimation de
plq
W(x’ y) Tk/) Q)'

Théoreme 3.1. Soient ¢ €]0, 1] et q un entier strictement positif. Sous les condi-
tions

x> xo(e), exp(loglogz)' ™ <y <
(He,q) logy =
<
way) < exp <<loglogx )

on a uniformément

w,y,m,q):mk(x,y){ (qy,ﬂmo(logk“( <y>+3>1°i1g°§y)}.

Démonstration. Soit x, la fonction caractéristique des entiers premiers a q. On a

k
TkXq = Tk * hq avec hy(p™) = (—1)™ m) sil<m< ketp|g;ethy(p™) =0

k k(k—1)...(k — 1 m
sinon, avec ( > = ( | mt ) Il est clair que |hqy(p™)] < 57 Par
m m! m
conséquent,
Z'h ,>| <> = i <<kZ—<<kZ <<I~:Z—<<klo log kq
p<y Py Py p<kq p<kq
rzl plg plg

ol kgesttelque > 1=w(qgy)siw(gy)>2etky =esiw(g,) < 1.1ls ensuit que
p<kq

exp(Ri (B — 5.9)) < (log ky)".
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On a également

|hq(p |10gp
Z T(ﬁ — <<kz <<klogkq,
Py p<ky
r>1

et donc c
(/Bk - 7ay) eXp(Rl(ﬁk - 57?‘/)) < (log kq)k+1~

Ainsi la conclusion du théoréme 2.1 s’obtient en remarquant que logk, <
< log(w(gy) + 2) et de la relation

valable pour (s) > 0

Du théoréme 3.1, nous déduisons la comparaison de ¥ (z, y, 7, q) et de U(x,y)
dans le corollaire suivant

Corollaire 3.2. Sous les conditions

1 T
x > zo(e), exp (log logx)“re <y<z, log(¢g+1)<exp ((bgolgo,g@/gx> o ) ,

on a uniformément

\I/(xvy77—k7Q) =

k 2h+1
N (M) Vo (z,y) {1+O <log10g - (q+2)10g10gx>}.

logy

k
U (2, Y, Tk, q) ~ (M) U(a*, )" (Vorulogy) TR, 2 - too.

q

La preuve de ce corollaire découle des lemmes suivants et du théoremes 2.1.

Lemme 3.1. Siu,y — 400, on a les estimations suivantes

1.
U, (z,y) ~ U(z* )k (V2rulogy) k2

— +o00.

I Y
orsque
log x
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k—1

2my
(ko E
) ~ W (|2

lorsque Y —0
log

Démonstration. D’apres le corollaire 1 de [7] et les estimations W(x,y) de [6],
ona

Vo (z,y)  (V2mulogy)! y
3.2 B ~ ; —
G2 U (xl/k,y)k ks ) wr oo, log — oo,

I C ) B O I N T
U(zl/F, y)F log y ' " logx '

La conclusion découle de ces estimations et du fait que S — 1 lorsque x,
logy
loglog x

et

— +o00.

Lemme 3.2. Sous les conditions

1 1—e
z > wo(e), exp(loglogz)'™ <y <, log(g+2) <exp ((mgolgogzs) ) :

ona

o (ay, Br) = 9" (g, 1) (1 e (1"@0“10@@(%) - 2>>> |

logy

¢ (gy, 1) = (npgq))k (1 + O(“’;q))) .

Démonstration. Pour le point (1), on utilise la relation suivante

1—p‘5’€ logp
0(2r) ool [ 522
Py p ﬂkp<y
plq plg

kq))} /1 /1k t7% dt do + O(|1 — Bil)-

et ’estimation (cf 3.7 de [7])

/Z logp - do {1+O(L

p<ky
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La valeur absolue de I’intégrale étant

log(u + 1) < log log =

3
k)% log k
< (kg )57 log kg logy logy

1
< ‘/ (kg)' 7 log k,do log kq.
B

On obtient le résultat souhaité. Le point (2) découle des inégalités suivantes

1 -1 1 —w(q)
o) ()™
Qy q p Y

@ g gwfzq) ((1_11/>_W(Q)_ >:
2 oo (42) 1) - 502)

Démonstration du corollaire 3.2. Le point (1) découle du lemme 3.2, du théoreme
2.1 et des relations

gogq) < loglog(q +2), et w(gy+2) <w(q+2) <log(q+2).

et

[t

Maintenant, montrons le point (2). D’apres la formule (1.7) et les estimations de
¥(x,y),ona

—ug(u)
P

2moo
k
log 2u

= (logy)* W (¥, y)*kE (2m0y) T ORI TR,

)kil kig(Qﬂ'gQ)%eO(L:(y)+1?fg2yu)

U, (2,y) = (logy

et en utilisant 1’estimation

oa(u) = g’(f/k) :u{l-l-O (@)}7

log 2

Wr, (2,) = (log )~ W (/¥ )k (2mu) 7Ot VR ),

On obtient

La conclusion découle de cette estimation, du théoreme 2.1 et des lemmes 3.1 et
3.2. Ceci termine la démonstration .

En utilisant ’orthogonalité des caractéres et des résultats sur les fonctions ¥(z, y)
et ¥, (x,y) ol x est un caractére de Dirichlet, nous établissons le théoréme suivant li¢
aux progressions arithmétiques.
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Théoreme 3.2. Soient A un nombre réel positif, a et q des entiers tels que (a,q) =
= 1. Sous la condition

x >3, exp{(logxlogloga:)Q/g} <y<ux,

et pour tout caractere de Dirichlet x non principal de module g, il existe des constantes
positives ¢, et cy telles qu’ on ait, uniformément pour 1 < q¢ < (logx)4,

1
\I/ z,Y,T,a,q9) = 7\11 x,Y,T,q + O ecluicz logy\Ij T,y .
( )= 2 )+0( VIR (2, y) )

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant prouvé dans [3] :
Lemme 3.3. Soit A un nombre réel positif. Sous la condition
(3.3) >3, exp {(loglogx)Q} <y <z,

et pour tout caractere de Dirichlet x non principal de module g, il existe une constante
¢ > 0 telle qu’ on ait, uniformément pour 1 < q < (log z)%,

D2 xln) < Wy exp (—ev/logy)

neS(z,y)

Démonstration du théoreme 3.2. D apreés la relation d’orthogonalité, on a

€§ )XX)X(H)Y(m)T(n) = o()¥(z,y,7,m,q)
= V(z,y,7,9)+ > X(m) > x(n)7(n)
XFX0 nes(z,y)

11 s’ensuit que

1 1 _
\I/(.%‘, Yy, T,m, Q) = @\II(I‘, Y, T, q) + @ X;O X(m) nesz(m’y) X(’n)T(TL)

Notons par S la somme intérieure du second membre, on a
x
S= Y x(n)¥, (5, y)
neS(z,y)

En effet, x étant complétement multiplicative, on peut écrire x7 = x(1 * 1) = x * x.
On a alors

S= 2 xm¥(Sy)+ X xm) Y am) <

neS(5.y) 2<nge m<E
P(n)<y
x
< Z exp <—01\/logy) \I/(E,y) + Zx(n) | Z | x(m)| <
neS(%,y) n<y Zomge

P(m)<y
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1
< exp (fc1 \/@) U(z,y) > i T

Pn)<y M 1BV

1
+ exp (—c\/log y) U(z,y) Z ) <

n<y Mol

u)+c -1
< exp (—01 Vlog y) U(x,y) H (1 — p—1+7£(1o)g+y 3) )

Py

D’apres les résultats établis dans [7], on a

§(u) ot _
¢ (1 - 5(“”3;;) < C(Ly)exp <c2 / < 1dt> < logyexp(cau).
0

logy

Ceci termine la démonstration du théoréme.

Enfin terminons par une autre application du théoreme 2.1.

Théoreme 3.3.

1. Soit g la fonction arithmétique multiplicative définie sur les puissances des
nombres premiers par

Vrs1, g(20)=0, et Vp#£2, Vr=0, g(p')=2".
Sous les conditions
v>3, y> (logz)mt/mte
on a uniformément

S = (1-5) 11 (14 gy )

nes(x,y) 3<py

xxpT(x,y){1+o<k’gk’gy+1>}.

logy U
2. Sous les conditions du théoréme 2.1, on a uniformément

Y. HEm)r(n) =

nes(z,y)

- 3 2 loglogy 1
H<]_p2ﬂ2+p362>\1/.,—(1’,y){1+0<10gy+u 5

Py

et

S (R R CTAe))
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Démonstration. On vérifie facilement que g = 7 * h, avec

h(2) = =2, h(2%) =1, h(2") =0, pour > 3 et
Vp # 2, h(p) =0, h(pr) =22 pour 7 > 2

11 est clair que pour R(s) > 1,

2= (-3) D55 )

n>1 p=3

et que cette série est absolument convergente pour R(s) > (log2)/(log3) ~ 0,631.

. . log 2 )
Dans le domaine du point 1, on a 55 — ¢ > g et par conséquent, on a
logy = log3
h(p" h(p")|logp"
Y st o Y BRI <
p<yr>1P i p<y,rz1l P 8y

La conclsion découle donc de 1’application du théoréeme 2.1. Pour établir le point 2,
On remarque que 2(n)7(n) = 7 * h avec

h(1) =1, h(p) =0, h(p*) = =3, h(p®) =2, h(p") = 0 pour 7 > 4.

Ainsi, la série de Dirichlet associée a h est absolument convergente pour R(s) > 1/2
et dans le domaine du théoréme 2.1, on a 35 > % + g et donc

|A(p")] h(p” Ilogp
; p (ﬁ2 IOgy Z T(ﬁ2 IOgy << 1
f;qf r>1

Et de nouveau le théoréme 2.1 donne le résultat. Enfin, la derniére estimation se déduit
du théoréme 2.1 de la méme fagon, en remarquant que 7(n?) = (73 * h)(n) ou h est
définie par h(1) = 1, h(p?) = —1 et h(p") =0, r # 2.

Remarque 3.1. Le théoreme 2.1 s’applique également pour estimer les fonctions
Yo omm), Y f)mn)
nes(x,y) neS(xz,y)

ot f est une fonction arithmétique fortement multiplicative satisfaisant | f(p) — 1] <
< ¢p~?, avec ¢ et § deux constantes strictement positives.
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