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LAKUNARE INTERPOLATION MIT
SPLINE-FUNKTIONEN II.

DIE FALLE (0;2;3) MIT FUNKTIONSWERTE
IN GRUNDPUNKTE

J. Gyorvari (Veszprém, Ungarn)

Herrn Professor Jdnos Baldzs zum 75. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Der Verfasser definierte in [1] die modifizierten lakunaren Spline-Funktio-
nen Sa(z), welche in [1] in jedem Interwall aus Polinomen fiinften oder sechsten
Grades bestehen und die folgenden Bedingungen erfiillen (Sa(z) = Sk(z), wenn

) <z < Tpy1, WO T = -S,k:O‘l,...,n,fGC"’([O;l]))

(1.1) S9(z) = fDz) =Y  (9=0,2,3k=0,1,...,n-1),
(12) S (an) = fDzn) =  (¢=0,2,3),
(13)  Sh(zo) = f'(z0) = 15",
(1.4) :;-1(1'n): ( )'ysll),
(1.5)  S\(zk41) = SU, (zr41) (¢=0,2,3; k=0,1,...,n—2).
Wir bewiesen Existenz-, Unizitat- und Konvergenz-Satze (Satz 2.1 und 3.1

in [1]).
Satz A. (2.1. in [1]) Es se:

So(z), wenn 29 < ¢ < 1,
Sa(z) :={ Sk(z), wenn g <z <24 (k=1,2...,n-2),

Sp-1(z), wennz,_1 <z < z,,
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wo
: ), (1) 3! o

(16) bo(l‘):y(‘) + Y (z -2 )+'—r,_°(1'—1' ) + (‘r )

+ao,4(1—-’b‘o) +ao,5(1'-$o) +ao,6(z—.‘co) .
Ol

(1.7) Sk(z) = yk +ak,1(‘£ —z) + T( -zx)t + T(z‘ — i)+

+ap a(x — z1)* + ag 5(z — 2x)°,
Sn_l(l') =
(18) = 4O U2, wo, s
: 2yt an-11(z —zn- 1)+ Lz - 2zn- )2+ == 6 (z—zn-1)’+

+an-1,4(2 = Tn-1)* + @n-1,5(z — Zn-1)® + an-1,6(z — za-1)°.

Dann sind die Koeffizienten des Polynoms durch die Bedingungen (1.1-1.5)
eindeutig bestimmdt.

Fir die Koeffizienten bekamen wir

1
(1.9) o4 = -—{ F{® - ¢{Vh} - Zh,,F(” —F®,

12h
(110) (1.05‘—‘——{ (O)—y(l)h}+5—h—3’F(“—%F(3)
0 2 1 3

(1'11) o6 = F{Fé = (”h} 10h4Ff£ ) 15h3F(§ )'

10 (2) | 2 (3)
1.12 == hF Lpep
(1L12) e = pF7 - o5 HETHL

1 2 3)
1.1 a= —F ——F
(113)  ara = g B - B

__ 1 @ @)
(1.14)  aps=-— 10h3F +20h2F
) 1

(1.15)  @n_11= hF,(,O)l -FY 4+ 5hF<~_’, ——hZF,(f’;’l,

_ 80 5o 3 L 1 e
(1.16) aﬂ_1.4——',FF h3F —WF 6th_l,

6 6 1

(1.17) aﬂ—1.5=FFr(|0—)l_FFr(l” haF'(.x mFrEa_)n

_ 2.0 , 20 T (2 | SE)
(1.18) An-16 = _FF"_I + hsF""l - th"Fn_l + 10h3F"'1’
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wo
. L (2) (3)
(1.19) FV= i‘ﬁl—yﬁ,‘”—%—h? yg B (k=0,1,...,n—1),
(1.20)  FP =y — o2 — P (k=0,1,...,n—1),
3
(121) F® =@, - @ (k=0,1,...,n—1),

(3)
(1.22) F = g0 @ h—y—"‘)—'—lh?‘ und h=21,
& n

Satz B (3.1in[1]). Es ser f € C([0,1]) und Sa(z) die vorher konstruierte
Spline Funktion. Dann gelten

1f9(z) - SP(2)| < Kw(f®,h)  (¢=0,1,2,3,4,5),

wo
K = 52 wenn z € {zo,z1),

K= 3 wenn z€[zk,zk41] (k=1,2,...,n-2),

K =142 wenn 2 € [zp_1,2Zn)

und w(f®, h) = sup |fO)(z) - fO)(z)].
|Jz—z,|<h

Zur Konstruktion der ”echten” modifizierten lakunaren Spline Funktionen
benutzten wir die Werte yi.q) = fW(zx) (¢ = 0,2,3), yf)l) = f'(zo) und w) =
= f'(zn) (k = 0,1,...,n). In der naturwissenschaftlichen Praxis sind oft nur

y(ko) = f(zx) bekannt. In dieser Arbeit konstruieren wir die Naherungswerte

(q) (¢=0,2,3; k=0,,...,n),¥y (l) und y( ) mit Hilfe der Werte y( ) und dann
- ahnllch wie in [1] - konstruieren wu' die modifizierten lakunaren ” Naherung”-
Spline-Funktionen. Zuletzt geben wir Konvergenzsatze.

2. Erstes Konvergenz-Verfahren

In diesem Teil definieren wir die Naherungswerte 'y‘i"’ (¢g=0,1,...,5; k=

,n) und wir untersuchen auch die Distanz der Werten y,(cq) und yﬁ“’

0,1,.
:01 ..,9 k=0,1,...,n).
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Definition 7\¥. Es sei Akj = flzry;) — flze) = yg] - yko) (k =

=0,1,...,n; j=-5,-4,...,4,5). Zur Definition von y (9 benutzen wir die
Werte Ag ;.
Fur £k =0,1,...,n seien

7 = flae) = 4.
Firk=0 seien

= 60h{300A01 300402 + 20080 3 — 7500 4 + 124035},

582) : h,, {154A0 1 — 214002+ 156A03 — 61404 + 10A, 5}

7 = 12h3 {213A0,1 — 35440 2+ 29440 3 — 123A0 4 + 2140 5},

7= ——{—14Ao 1+ 26402 — 24003 + 11404 — 2405},
7= {5A0 1 = 10402+ 10803 — 5A0.4 + Ag 5}

Fur k = n seien

7 = m{l?An ~5 — 7548 _4 + 2008, -3 — 3008, —2 + 3004, -1},

73 = 12h2 {104, —s — 61A, _4 + 156A, _3 — 214A, _» + 1544, _1},

—=(3) ._

Yn ' 12h3{21An -5 123An _4+294A" —3—354An —2+213An —1}
ﬂs.“) = ——{—2An -5+ llAn’_4 — 24An,—3 + 26An,—2 _ 14An,—1},
7 = —{A,, 5= 50n -4+ 10An _3~ 108, _2+ Ap _1}.

Fuirk=1 seien

7= 60h{12A1_1 120A1 1 + 604, 5 — 20A; 3+ 3A; 4},

72 = {108, —4A; 1 + 1440, 5 - 6A1 3+ A} 4},

Y1 = h"
7Y = 4h3 T3{7A1-1 + 31411 - 224, 2 + TA1 3 — Ay 4},

'37(4) = {2A1 1+ 1641 — 144, 2 + 6A1 3 — Ay 4},

R {A, 1+ 10A1; —10A; 3+ 5A13 — Ay 4).



Lakunare Interpolation mit Spline-Funktionen II.

201

Fir k = n — 1 seien

§S31:=60h{3An 14— 20An_1 -3+ 60An_y 5~ 120An_; 1+

+12A,_11}

Un-1"= Top2

Yn-1

1
= {An-1,-4=6An-1 -3+ 144012 —4A,_1 1 + 104,11},

_ 1
(3) = Zh—s{_An-l,-—4 +TAn-1,-3= 220012+ 3208011+ TAR-1 1},

_ 1
y(” = _{—An—l,—4 +6An_1 3—14A,_1 2+ 164,11+ 2A,_11},

n-1

=(5)

Un- 1:=——-{ —An_1,-4+5An_1,-3—-10An_1, 2+ 10A0_1, 1 + An_11}.

Fur £ = n — 2 seien

1
Volz = —h{zAn-g,_a ~15An-2-2+ 60An_2,-1 = 30An-21 + 3An_22},

5512_)3 = 12h2{ —ADn-9,-2+ 16802 -1 + 168521 — An_22},

=(3)

_ 1
yﬁflg = —F{An—z,-z —4Ap_ 21 —4Bn-21+ An_22},

_ 1
ys,S)z = 'h—5{An-—2,—3 —5An-2-2+10An_2 1 +5An_21 + An_2,2}.

Fur k =2,3,...,n— 3 seien

yﬁ’::ﬁwﬂsAL_z 30Ak,_1 + 60A1 — 1544 2 + 244 3},
yf>:=12hq{ —Ap,—2+ 160k, _1 + 16Ak,1 — Ak 2},

W= 4h3{ =Qk,-2 = Ok,—1— 14801 + T4 — Ak 3},
yi‘i)_ {Ak —2— 48k o1 — 40k 1 + Ak 2},

5;;5) = ’—1'5’{"‘Ak,—2 +5Ak -1+ 10Ak1 — 5Ak 2 + Ak 3}

Unoo = m{—An—z,—a + TAn-g-2—14An_ 21 — An_21 — An_2,2},
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Satz 2.1. Es sei f € C%([0,1)), 3\¥) := fW(z)) und T die vorher
konstruierten Ndherungswerte. Dann gelten

0 = 301 < M oh®0(f®h) (k=0,1,...,n; ¢=1,2,3,4,5),

wo
h= %; WO, k)= sup  |fOUz) = fO(z1)]

fg—z1]<h

und fur My , bekommen wir
4

k\q 1 2 3 4 5
0;n 24 96,3 | 1768 | 2016 | 964
I;n—1 1,4 2,1 7.3 24,6 22,5
2<k<n—2 0,2 0,2 1,3 1,2 6,1

Beweis des Satzes 2.1. Es sei zp < z < z;. Wir konnen die nachste-
hende Taylor-Formel aufschreiben, die sich aus der Bedingung f € C*([0; 1])
ergibt

(2) (3)
fla) =y + v (@ = o) + H- (2 = 20)? + B (2 — 20)°+

6
(4) (5) (5) () _ ,(5)
Yo .y Y% s fOAE) —vo _ 5
t g Em )+ gEmml g (E o)
(ro< € <)

Bei z = z; (j = 1,2,3,4,5) erhalten wir das nachstehende Gleichung-System

(0) (0) (1) yéz) 2 y(()s) 3 yl()4) 4 ySS) 5
Aoy = - = 4+ 2L p2 4 20 p3 L Z0 p4 T0
0,1 =Y Yo Yo h 9 6 04 h 120’1 +

e - o)
120 o
Do = 50— 40 = 4§20 + B0 ant 4 Yo gy 4 35 1ga 4 30 gape
02= 8 T = 2 6 2 120
32h°
=175 — 3
Auae g _ O _ gp U e o oris | Yoo gra L B ogars
=5 — ui”) = yiV3h + Lgp? 4 Fg7pd 4 B0 Yo
03=Y;3 Yo Y + 6 9h® + 5 27Th° + 24 81h% + 120243h +
2435

+ l—m{f(s’(fs) -},
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_ (2) @) (4)
Aoa=o¥ — o = y§Vah + L 16h% + Y_g4n + L o560y
: 2 6 24
(5)
10241;
+ 9 1551024h° + ——— (/) - 467},
© _ (0 _ (g o U0 gep2 , Y0 195h3 4 yf{' .
Bos = o8 - 4" = ui"5h + L-25h7 + B 12587 4+ B asht+
(5)
W g ans 4 BIBRS ey
12031 25 120 ——{f*(&) yo }

wo g < & <z (1 = 1.2,3,4,5).

Aus diesem System bekommt man

yH = 60 507, (30045 1 — 30045 5 + 20085 5 ~ 7545 4 + 1247 5},
v =1 w {15447, — 21445 , + 15647 5 — 6145 4 + 10A5 5},
¥ = h3 (21345, — 35447 , + 294A% 5 — 12345 , + 21A; 5},

W = ,,4{ 1443, + 2685, ~ 24855 + 1185, - 2856},

v = {5A01 10A5 5 + 1045 3 — 545 4 + Aj 5},

h .
wo Ag, = Aoy - (;22) (&) - o), (1=1,2,3,4,5).

Jetzt bekommen wir H .
lu§) - 38" =

— L g5 5) () (5) _
= on 300120[f (En) - o)+ 300320 70 [f ) — )
243h 1024h 3125

- %} | —125(£)(€s)— O (€0)]+1311 P (Ea)~ O (E)] 311D (Ea) - £ €)1+

+HOUE2) - O] |< %{125 + 131+ 31+ 1Jw(f1%),2h) <

< @}ﬂz (f(s)'h) = 24h4W(f(5)|h)
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Die weitere Ungleichungen fir (¢ = 0: ¢ = 2,3,4,5) und (k =
=1,2,...,n;, ¢ =1,2,3,4,5) bekommt man ahnlicherweise.

3. Zweites Konvergenz-Verfahren

In diesem Teil geben wir einen Konvergenzsatz fir die modifizierten
lakunaren ”Naherung”-Spline Funktionen Sa(z). Zur Konstruktion der
”Naherung”-Spline Funktionen benutzen wir die vorher definierten Naherungs-

werten y&_f') (¢=0,2,3, k=0,1,...,n); y‘,”, 37511) und die Formeln (1.1)-(1.22).

Satz 3.1. Es seien f € C5([0.1]) und Sa(z) die vorher konstruierte
"Ndherung”-Spline Funktionen. Dann gelten fur z < 2 < 241

1D (2) -5 (2)] € Cr gh® w(f® h)  (k=0,1,.,n—1; ¢=0,1,2,3,4,5)

und fir Ci 4 bekommen wir

k\ g 0 1 2 3 4 5
0 24096 |12297,2 |52201,0 |179414,8 |467766,4 |823888
1 974 | 22,58 | 57,7 69,23 | 116,64 | 117
2<k<n-3| 664| 174 50,93 | 125,58 | 208,92 | 172,2
n—2 6,99 | 17 47,7 117,1 195 161,4
n—1 619,63 | 2460,37 | 932548 | 28484,72 | 63611,6 | 91100,8

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die nachsten Lemmata, welche
man mit der Hilfe des Satzes 2.1 leicht beweisen kann.

Lemma 3.1. Seien a; i die "echte” Koeffizienten, a;x die "Naherung”-
Koeffizienten. Dann gelten

lajx — @ x| < Bjeh® Tw(f5) )

und fir B; . bekommen wir

k\j 1 4 5 6
0 541,1 713,5 1025,3
1 1,64 1,86 0,95
2<k<n-3 0,49 1,53 1,41
n—2 0,95 14 0,79
n-—1 0,66 147,75 240,73 86,21
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Lemma 3.2.
1S9 (2) = 5| < Ky ch> 9w (£, h)
und fur K, bekommen wir
k\q 0 1 2 3 4 5
0 2357,6 |12245,2 |52149,9 |179362,8 |467714,4 |823836
1 6,74 19,58 51,7 66,23 158,64 114
2<k<n-3 3,64 14,4 47,93 122,58 205,92 169,2
n—2 3,99 14 44,7 114,1 192 158,7
n-—1 477,63 | 2318,37 | 9183,48 | 28342,72 | 63469,6 | 90958,8

Beweils des Satzes 3.1. Benutzen wir die Ungleichung

1£9(z) - 5 (@) < 1f9(2) - S ()] + 15 (2) - 5 (=)
und Satz B, Lemma 3.2, dann bekommen wir Satz 3.1.

Hier mochte ich Herrn Prof.Dr. J. Baldzs fiir seine wertvolle Hilfe [2]
meinen Dank ausdricken.

Literaturverzeichnis

[1] Gyorvari J., Lakunare Interpolation mit Spline-Funktionen. Die Falle
(0,2,3) und (0,2,4), Acta Math. Hungar., 42 (1983), 25-33.
[2] Baldzs J., Privatkommunikation

J. Gy6rvari

Lehrstuhl fiir Mathematik und Rechentechnik
Universitat Veszprém

H-8201 Veszprém Pf. 158.

Ungarn








