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1. Einleitung

Eine Funktion f : N — C heiBt vollstandig additiv, falls fiir jedes a,b € N
f(ab) = f(a)+ f(b) gilt. Die Menge aller vollstandig additiver Funktionen wird
mit A*(C) (oder kurz A*) bezeichnet.

Definition 1.1. (I.Kéitai [4]) Die Menge E;(C N) heifit Eindeutigkeits-
menge (EM) fiir A*, falls gilt:
feA und f(E)) = {0} - f(N)={0}.
Beispiel 1.1. {p+1 | p Primzahl} ist eine EM. (I.Katai [5}, P.D.T.A Elliot
[1]) (Fiir weitere Beispiele siehe z.B. K.-H.Indlekofer [2].)

Definition 1.2. (T.Jahnke [3]) Die Menge E2(C N) heifit Zulassigkeits-
menge (ZM) fiir A*, falls es fiir jede Funktion f : E2 — C eine Funktion g € A*
gibt, so daB (f — g)(E2) = {0} gilt.

Beispiel 1.2. {2? — 1 | p Primzahl} ist eine ZM.
Definition 1.3. (I.Katai) Die Menge E3(C N) heifit (mod 1) Ein-
deutigkeitsmenge, falls gilt:
feA und f(E3)CZ — f(N)CZ.

Beispiel 1.3. {p | p = —1 (mod 4), p Primzahl} U {z? + 1|z € N} ist eine
(mod 1) EM. (I.Katai [4]).
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Satz 1.1. (D.Wolke [7]) Die Menge E; = {ay,...} (C N) ist genau dann
eine EM, wenn fir jedes n € N mindestens eine Darstellung

(1.1) n=[Ja (s21)
i=1

mit r; € Q ezistiert.

Satz 1.2. (T.Jahnke [3]) Die Menge E; = {a;,...}(C N) ist eine ZM
genay dann, wenn jedes n € N hichstens eine Darstellung (1.1) mit r; € Q
besstzt.

Satz 1.3. (P.Hofman [6], K.-H. Indlekofer, B.Kovacs) Die Menge E5 =
{a1,...} (CN) ist genau dann eine (mod 1) EM, wenn jedes n € N mindestens
eine Darstellung (1.1) mit r; € Z besitzt.

Auf Grund einer Idee von 1.Katai werden wir in dieser Arbeit entsprechende
Satze fiir eine anderen Klasse additiver Funktionen beweisen.

2. Vorbereitung

Es seien:
R; € N*(Descartes — Produkt), (t; € NU{oo}, i=0,1,...);
E ={0",¢f,.... 5.} ENg (¢"=(0,...,1,...,0) € Np).

Definition 2.1. R = {R,,R;,-..} ist ein Zahlensystem (R-System) in
Np, wenn |R| = oo ist und sich jedes n € Ny eindeutig in der Form

(2.1) n=3 LmR: (G eE)

schreiben 1ait.

Es sei K ein Korper mit dem Primkorper P und R ein beliebiges Zahlen-
system.

Definition 2.2. Die Funktion f : Ny — K heiit R-additiv (beziiglich des
gegebenen R-Systems), falls f(0) = 0 (€ K) und - mit der Darstellung (2.1)
von n —

(2.2) f(n) =) fiR;) (VneN)

=0
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gilt.
Mit A(R, K) bezeichnen wir die Menge aller R-additiver Funktionen.
Definition 2.3. Die Menge H; (C Ng) heiit EM fiir A(R, K), falls gilt:
fEAR,K) und f(H,)={0}= f(No)={0}.

Definition 2.4. Die Menge H, (C Ng) heifit ZM fiir A(R, K), wenn fiir
jedes g : E3 — K ein f € A(R, K) mit (g — f)(H2) = {0} existiert.

Deﬁﬁition 2.5. Im Falle P = Q heiBit die Menge H3 (C Ng) (mod 1) EM
fir A(R, K), falls gilt:

fEAR,K) und f(Hs)CZ= f(No)C Z.

3. Weitere Vorbereitungen und Formulierung der Satze

Mit der Darstellung (2.1) von n setzen wir
(3.1) n* = (by(n), bi(n), .. .)-
In der Definition von £ soll iiberall 0,1 € P statt 0,1 € Z werden. Somit geht
n* in
(3.2) n = (bo(n), bi(n), .. .)

iber.

Die Folge (¢;)3° soll aus der Definition des vorliegenden R-Systems genommen
werden. Es sei

V(P) = {(v,21,---) | 2; € P*, von einer Stelle ab v =0}

V(P) ist ein Vektorraum iiber P. Die Abbildung ¢ : No — V(P) (n A n) ist
injektiv. Fir H; = {a1,...} C Ng sei H; = o(H;) = {a,,...} (g; = ¢(aj))
(i=1,2,3).

Satz 3.1. Die Menge H; (C Ny) ist genau dann eine EM fur A(R, K),
wenn fur jedes n € Ng mindestens eine Darstellung

(3:3) p=Yha (21
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mit A; € P existiert.

Satz 3.2. Die Menge Hy (C Ny) ist genau dann eine ZM fur A(R, K),
falls fir jedes n € Ng hohstens eine Darstellung (3.3) mil A\; € Z ezistiert.

Satz 3.3. Die Menge H3 (C Ng) ist genau dann eine (mod 1) EM fir
A(R,Q), wenn fir jedes n € No mindestens eine Darstellung (3.3) mit A\; € Z
ezistiert.

4. Beweis der Satze

Es sei fir eine R-additive Funktion f : No — K, f := (z¢,2;,-..),
(2 = (feiRs), . f(€Ry)). Dannist f(m) = f-n.

Beweis des Satzes 3.1. (a) Setzen wir f(H;) = {0} und fiir n = ¢(n)
die Form (3.3) voraus. Dann ist f(n) = fn = Z’:l Ai(fe;) = Z’:l Aif(ai) = 0.

(b) Setzen wir zweitens voraus, da es ein n € Ny gibt, fir das n = ¢(n)
keine Darstellung (3.3) besitzt. Man kann annehmen, da H; = ¢(H,) ein
linear unabhingiges System ist. (Andern falls kann man aus H, ein maximales
unabhangiges Teilsystem H] auswihlen. Sei nun f € A(R, K). Dann gilt:
f(H1) = {0} < f(H{) = {0}, und kann H{ die Rolle von H, spielen.)

Es sei E (C V(P)) die Menge aller Einheitsvektoren. Weil E eine Basis von
V(P) ist, gibt es eine nichtleere Untermenge £’ von E derart, da$ H, U E’
auch eine Basis von V(P) ist. Sei nun f(H;) = {0} und f(p~'(¢})) = k;, falls

¢; € E'. Die Funktion f : No — K (f(n) = f-n = ;,\jif'ﬁz‘_ju,-ig.» =

= Y Ajk;) ist wohl erklart, R-additiv, und nicht notwendigerweise identisch 0.
J

Beweis des Satzes 3.2. (a) Das System H, ist linear unabhangig, und
deswegen gibt es ein Teilsystem E’ von E (wie oben'), so daB H, U E’ eine
Basis von V(P) ist. Erklart man die Funktion f auf der Menge H, U ™ 1(E£’)
beliebig, und sie kann R-additiv sein.

(b) Hatte n zwei verschiedene Darstellungen (3.3), so hatte auch die 0 eine
nichttriviale Darstellung 0 = Zk,-gj. Man kann dann fuir die dabei auftre-
j

tenden a; € H, die Werte f(a;) so angeben, daB f(0) = f-0=%"kif(a;) #0
J

ist, was aber unmoglich ist.
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Beweis des Satzes 3.3. Daf} die Bedingung hinreichend ist, ist trivial.
Wir werden nur die Notwendigkeit beweisen. Es sei

G(Z) = {(1g,v,,.-.) | v; € Z%, von irgeneiner Stelle ab v; = 0}

G(Z) ist eine freine Abel’sche Gruppe (fAG) in V(Q). H; = ¢(H3) ist eine Un-
termenge von G(Z). Es bezeichne (Hj) die von Hg erzeugte Untergruppe von
G(Z). Da (H3) auch eine f. A.G. ist, gibt es eine Gruppenbasis B = {b;,b,, ...}
von (Hj). Esist klar: f(H3) CZ <= f -b; € Z (i = 1,2,...). Setzen wir
voraus, dafl ein n € Ny ohne eine Darstellung (3.3) mit A; € Z existiert.

Fall 1. B ist keine Basis von V(Q). Weil B ein linear unabhangiges
System ist, kann es mit einer nichtleeren Menge E/ C E (wie oben!) zu einer
Basis erganzt werden. Es sei nun f(B) = {0}, und f(p~1(£')) = {l} Es

2
gibt also ein f € A(R,Q) mit f(H3z) CZ und f(No) ¢ Z.

Fall 2. B ist eine Basis von V(Q). Dann existiert ein n; € Ny mit der
Darstellung ny = Ai b, + ...+ A b, A, € Q\ Z. Es sei nun f(b,) =1 und

f(b;) =0 (j # ¢1). Dann kann f € A(R, Q) sein, ist f(H3) C Z und — wegen
f(no) = X, - f(No) ¢ Z.
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