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APPROXIMATION DURCH OPERATOREN
VOM SZASZ - MIRAKJAN-TYP

J. Grof (Veszprém, Ungarn)

Herrn Prof. Jdnos Baldzs zum 70. Geburistag gewidmet

I. Einleitung

Bei der Approximation von Funktionen auf unbeschrankten Intervallen ist der
Szasz - Mirakjan-Operator S, einer der am oftesten untersuchten Operatoren. Die
Definition von S, lautet folgendermaflen:

n

1) Sa(fiz) =™y f(f)-':":,)k (x>0 n=123,..)
k=0 :

Wir erwahnen drei nachteilige Eigenschaften dieses Operators: 1. S, ist nur auf der
nichtnegativen Seite der Zahlengeraden zur Approximation geeignet; 2. Wegen der
unendlichen Reihe sind die numerische Rechnungen im allgemeinen problematisch;
3. Ist f(z) > z*®®) (z > 0), ® monoton wachsend und liotgl(l) = 00, so ist die

Reihe in (1) divergent [3], d.h. S,(f;z) existiert nicht.
Um die Beschrankung z > 0 zu beseitigen, definierten wir in [2] die Operatoren

Hy:
/() (D)%

(—o<z<o0; n=1,2,...).

oQ

(2) Hu(f;z) = ﬁﬁz
k=0

Wir wollen auch Nachteil 2. und 3. beseitigen; deshalb fithren wir in (2) eine
Modifizierung durch und bezeichnen die so entstehenden Operatoren mit Hy, ,:

() Hau(fiz):= ﬁ_\gwg) +(__l)kf(_ %)] (n:!)lc

k=0

(roo<z<o0; n=1,2,..).
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Hier sei die Folge v : N — N streng monoton wachsend und lim v(n)/n = oco. (N
n—oo

bedeutet die Menge der positiven ganzen Zahlen.)

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir, daB sich die Geschwindigkeit der
punktweisen Konvergenz H,(f) — f und H, ,(f) — f fir Funktionen einer wichti-
gen Klasse kaum unterscheidet (Satz 1), ferner zeigen wir, da durch H, , auch
solche Funktionen approximiert werden konnen - sogar auf der ganzen Zahlenger-
aden - fiir welche die Operatoren S,, bzw. H, gar nicht erklart sind (Satz 2 bzw.
Korollar 2.1 und 2.2). Aus dem Satz 3 bzw. seinen Korollaren 3.1 und 3.2 geht
hervor, daB sich die Bedingungen im Satz 2 bzw. in den Korollaren 2.1 und 2.2
nicht wesentlich abschwachen lassen.

Wir erwahnen noch die Arbeit [1], in der die v(n)-te Partialsumme der Reihe
(1) in einigen Spezialfallen untersucht wurde. Hier wollen wir die Beziehungen
zwischen f und v allgemeiner behandeln.

Im folgenden bezeichne R, Rt bzw. R die Menge der reellen, der positiven
reellen bzw. nichtnegativen reellen Zahlen.

II. Die Satze 1-3 und einige Korollare

Satz 1. Wir nehmen an, daf fir die Funktion f : R — R die Ungleichung
| (&) | At |1 (t € R, t #0) gilt. (Hier sind A, « positive Konstanten.) Ist
B C R eine beschrankte Menge, so existieren positive Zahlen C, A, ng derart, daf

(4) | Ha o(f;2) — Ha(f;2) |< Ce™"  (z € B, n > ng)

1st.

Satz 2. Es sei die Funktion G : R} — R differenzierbar, G(0) > 0,G’
monoton wachsend, G'(t) > t° (t > t), wobei to und § positive Zahlen sind. Wir
selzen noch voraus, daff mit einer Konstanie M > 0

v

(5) G(T")> <Mn (n€N)

ist. Gilt fur f : R — R die Ungleichung
(6) | F(t) 1< AeSMD (e R)
mit A > 0, und ist f in den Punkten z und —z stelig, so gilt

(7) nliglo Huo(f;2) = f(2).
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Korollar 2.1. Nehmen wir an, daB folgende Bedingungen gelten:
| £(t) 1< 4T (te R)

mit A > 0,p > 1, weiterhin

(8) v(n)<n® (neN) mit ﬁ:;f—l.

Ist f in den Punkten z und —z stetig, so gilt (7).
(Es sei namlich G(t) = t*. Aus (8) folgt dann

o(22)o22) 2o o

also gilt auch (5).)

Korollar 2.2. Nehmen wir an, da8 folgende Redingungen gelten:

| f(t) |< Ae?"' (teR) mit A>0,
weiterhin
9) v(n) <nlogn (n€N).

Ist f in den Punkten z und —z stetig, so gilt (7).
(Fir G(t) = €' folgt aus (9)

G/(V(n)) = V() — glogn —

n

also gilt auch (5).)

Bemerkung. In Satz 2 und seinen Korollaren wurde f im Punkt z approx-
imiert, die Stetigkeit wurde aber auch im Punkt —z vorausgesetzt. Ohne diese
Voraussetzung wiirden diese Behauptungen falsch, als Gegenbeispiel geniigt z.B.
die Funktion f in [2], S. 165. Fiir diese beschrankte und auf R* stetige Funktion
gilt Ho(f;2) — f(z) (n — oo) fiir kein z > 0 [2]. Aus diesem Ergebnis und aus

Satz 1 folgt, daB auch Hy, ,(f;z) — f(z) (n — oo) fiir kein = > 0 gilt.

Satz 3. Es sei G : R} — R differenzierbar, G(0) > 0, G' monoton wachsend,

G'(t) > 0 (t > 0). Wir selzen nock voraus, daf fur hinreichend grofie n

(10) Gf(%:)\) > 2n log v(n)
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gult. Ist

e fir t >0,
W = {0 fir t <0,

so besteht fir alle x > 0 die Limesrelation

(12) nlirrgo Hp ,(f;2) = .

Korollar 3.1. (Vgl. Korollar 2.1.) Wit nehmen an, daf§

e, t>0,
f@t) = mit p > 1,
0, t<0,

und

(13) v(n)=[n?] (n€N) mit 8> p—f—l

ist. ([t] bezeichnet den ganzen Anteil von ¢t.) Dann gilt fiir > 0 die Relation (12).

(Es sei namlich G(t) = t?. Aus (13) gilt dann fiir n > 2

Sv(n)Y _ [»°] P LAY __P _(B-1)p-1)
G(2n)“p(2n 2P\3) Tt '

Wegen 3 > -£5 ist (8 — 1)(p— 1) > 1, folglich haben wir
(™Y s P »
n ) T 4p-170
mit A > 1. Somit ist fiir hinreichend grofie n

4pp_1n’\ > 2n log [n”],

also gilt (10).)
Korollar 3.2. (Vgl. Korollar 2.2.) Wir nehmen an, daf

et fir ¢>0,
f@)=
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und
(14) v(n) = [n1*] (nEN) mit ¢>0

ist. Dann gilt fiir z > 0 die Relation (12).
(Man betrachte namlich G(¢) = e*. Aus (14) erhalt man dann fir hinreichend

grofie n
(v(n)\ [nite] nlte — 1 -
G (_271 ) = exp(——n > exp - > 3¢ >
> 2n log n'*¢ > 2n log v(n),
also gilt (10).)
III. Die Beweise
Zum Beweis des Satzes 1. benutzen wir den nachstehenden

Hilfssatz [3]. Sind b, a positive Zahlen, so ezistieren positive Zahlen C, X, ng
derart, daf die folgende Ungleichung gult:

k ay (nx)*
"% Z (;> < Ce™ (0<z<b, n>ny).

k!
k>2bn

Beweis des Satzes 1. Es sei z € B. Die Zahl § € N wahlen wir so, dafl
B C [-4, 6] ist. Auf Grund der Voraussetzungen des Satzes gilt

| Hn,o(f;2) — Ho(f32) |=

e £ (D)

k:u(n)+1

cael o= (E)*FLna
<2Ae Z o Kl = A.

Ic:u(n)+1

Da lim v(n)/n = oo ist, gilt fiir hinreichend groBe n die Ungleichung %2 > 25,
n—oQ

also fir £ > v(n) die Ungleichung & > 26n. Nach dem Hilfssatz existieren dann
C, A, ng so, dafl

A< Ce™n (0<|z|<6; n>ng)
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ist. Daraus folgt (4) unmittelbar.

Beweis des Satzes 2. Fur z = 0 ist die Behauptung trivial, es sei also z # 0.
Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

si=(zl 4], E=[M (),
oy . J f() fir 0 <[t |< By,
f®) "{o fir |t]|> Ez;.

Fir hinreichend grofie n ist v(n) > Ezn, im folgenden nehmen wir immer an, daf§
diese Ungleichung gilt.

Ezn 1 k . i
Haslfi2) = 3 a1 (5) + 041 (= 1) SR+
v(n)

+ Z .= U+ V.

k=Erin+1

Offensichtlich ist U = Hn(f;:c), und da f beschrankt und in den Punkten z und
—z stetig ist, erhalt man (s.[2])

lim Ho(fz) = f(z) = fz),
folglich haben wir nur die Gleichung lim V' = 0 zu beweisen.
Auf Grund der Bedingung (6) erhalten wir

v(n) k

nlel N e nz

|V I<24 e ® Zd e X
k=FEz)n

und daraus (mit Hilfe der Stirling-Formel)
v(n)

k
V1 < 94e-nlal RON L
Vi< k=§m V2rkkke—-% ~

(15)
v k en|z|
< 2Ae "=l E exp (G(—) + k log —)
n k
k=Ezn
Wir setzen

en|z|

(16) Ya(t) := G(%) +1 log,T (t >0).
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Nach dem Satz von Lagrange existiert zu jeder Zahl ¢t > Ezyn ein 1 mit Ezin <
T < t so, daf

Yn(t) = Yu(Ezin) + ¢'(1)(t — Ezyn)
ist, somit gilt wegen (16)

Yu(t) < G(Ezy) + E'z:lnloge = l-+-
E':cl
NEAW! T .
+ (G (n) ~ logn Iz I)(t Ezyn) =: T + Is.
Da E > e und z; >| z | ist, gilt l_i'_m I'y = —oo. Weil G’ und log monoton wachsen,

erhalt man

< (G’@% —log EM) v(n) (Ezin <t <wv(n)).

- nlz|
Daher ergibt sich wegen (5)
Iy < (M —log E)v(n) (Ezin <t < v(n)).

Nach der Definition von E ist M — log E < 0, folglich gilt lim I'; = —co. Wir

erhalten also fiir hinreichend grofie n
Ya(t) <0 (Exin < t < v(n)),
und daraus - auf Grund von (15) und (16)
v(n)
(17) |V ]<24e7ml N~ e¥n(k) < 24e7mIoly(n).

k=Exn

Nach den Bedingungen G'(t) > t® (¢t > to) und (5) gelten fiir hinreichend groBe n

die Abschatzungen
v(n) s v(n)
(2) <o (1) <o
n n

v(n) < M=Tnltt,

Hieraus ergibt sich

Daraus und aus (17) folgt lim V = 0.
n—o00
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Beweis des Satzes 3. Nach dem Satz von Lagrange und den Bedingungen
des Satzes 3 erhalten wir

6(1) = 6(42) +cien 2 2 o' (H2) 18

> (2n log v(n)) —— ( = log(v(n))*™.

Es sei £ > 0. Wir setzen

1 (n:c)
= — N).
(19) a = —o +e_mexp(G(n‘>) >0 (k€N)
Mit Hilfe der Stirling-Formel ergibt sich:

S <G<k>> <m)" 1
a ex — —_ )} —F,
k 2 P n/, k qk\/27rk

wobei kl:_m gr = 1 ist. Fiir hinreichend groBe n gilt wegen (18)
o]

(18)

"% (enz)’ (M) —— =

1 -
Vo) \/17(")
2\/57_Wy(")exp(l/(n)[ +log(en1:) 9 (n )logu(n)])

woraus lim a,(n) = oo folgt. Da a,(n) das v(n)-te Glied der Reihe H,(f;z) ist
n— 00
(s.(11) und (19)) und alle Glieder von H,(f;z) positiv sind, gilt auch (12).

ay(n) >
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