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UBER DAS FUZZY-REGRESSIONSPROBLEM
SANDOR JOZSEF

Abstract. Several extensions of the regression analysis as fuzzy-
type developments of this well-known statistical method were given of
late years [1,2,3]. The idea of our concept originates from the clas-
sical case and is based on the substitution of notions of probability
theory used in classical regression with fuzzy ones. In place of joint
density function we take fuzzy relation and from this we derive the so-
called fuzzy T R-regression functions similarly to the classical process
of defining the conditional density function. In the next step we give
set-valued functions (€1 R-regressions) and an unambigous set-valued
function (regression) which is analogous to the classical regression, i.e.

to the conditional expected value.

1. Einfiithrung

Bei praktischen Regressionsproblemen beschaftigen wir uns
mit der Approximation des bedingten Erwartungswertes durch
Funktionen gegebenen Typs, z.B. durch lineare oder linearisier-
bare Funktionen. In diesem Falle sind sowohl die theoretischen
Grundlagen, als auch die Bedingungen der praktischen Berech-
nungen bekannt. Das Regressionsproblem kann man auch vom
Standpunkt der Fuzzy-Theorie betrachten und die Identifikations-
aufgabe der Funktion y = f(z) unter "unscharfen Umstanden” auf
verschiedene Weisen formulieren [1,2,3].

In dieser Arbeit m6chten wir einen neuen Zugang zur Stel-
lung und Losung der fuzzy’schen Regressionsaufgabe zeigen. Un-
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sere Konzeption ist 4hnlich dem wahrscheinlichkeitstheoretischen
Aufbau. Wir gehen von einer bestimmten (vorausgesetzten oder
geschitzten) Fuzzy-Relation R aus, die als paralleler Begriff zur
gemeinsamen Dichtefunktion betrachtet werden kann und definie-
ren zuerst die sog. Fuzzy-T R-Regression. Diese kann man mit
der bedingten Dichtefunktion vergleichen. Hiernach konnen wir
mengenwertige Funktionen, sog. €T R—Regressionen angeben, die
letzlich die Einfuhrung der mengenwertigen Regressionsfunktion
ermoglichen. Diese ist analog zur Giblichen Regressionsfunktion.

2. Vorbemerkungen

Eine Teilmenge A einer Basismenge X ist durch ihre charak-
teristische Funktion x, eindeutig bestimmt. Der Begriff der Fuz-
zy—-Menge ist eine "natiirliche” Verallgemeinerung des
Mengenbegriffes durch die Erweiterung des Wertebereiches {0,1}
von X4

DEFINITION 2.1. Es sei eine Basismenge X gegeben. F
heifit eine Fuzzy—(Teil)menge von X, wenn

F={(z,pr(z)): z€X, pr:X—1[0,1]}

ist. Die Funktion ur ist die Zugehorigkeitsfunktion von F. Die
Menge der Fuzzy-Mengen von X bezeichnen wir mit 7(X).

Es ist offensichtlich, daB auch eine Fuzzy-Menge 7 (X) durch
die Funktion ur eindeutig charakterisiert ist. Die Teilmengen von
X konnen auch als Fuzzy—-Mengen betrachtet werden:
{(z,xa(z)) : z€ X} € F(X) VA C X. Der Einfachkeit halber
werden wir in dieser Arbeit oft nur die Zugehorigkeitsfunktionen
benutzen.

DEFINITION 2.2. Es seien X und Y zwei Basismengen und
R € (X xY). In diesem Fall heifit die Fuzzy—Menge R auch
Fuzzy—-Relation auf X x Y.

Wir weisen darauf hin, da8 die Giblichen Relationen auch als
Fuzzy-Relationen angefafit werden konnen.
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In der Fuzzy-Theorie definiert man einen (allgemeinen) Fuz-
zy—Durchschnittsoperator durch eine t—-Norm, einen Fuzzy—Verei-
nigungsoperator durch eine t-Konorm.

DEFINITION 2.3. Eine Funktion T : [0,1] x [0,1] —> [0, 1]
ist eine t~-Norm, wenn Vu,v, z € [0, 1]

(1) T(u,v) = T(v,u);

(ii) T(T(u,v),2)) = T(u,T(v,2));
(iii) T(u,v) <T(u,2) ifv<z
(iv) T(u,1) = u.
Die Funktion S : [0,1] — [0,1] ist eine t—-Konorm, wenn die
Funktion Ts (u,v) = 1- S(1—u, 1—v) t-Norm ist. Ist die Funktion
T (S) auch stetig und echt monoton, so sprechen wir von einer
strengen t—-Norm (t-Konorm).

In [4,5] sind viele konkrete t-Normen angegeben. In dieser
Arbeit benutzen wir die folgenden t—-Normen und t-Konormen:

T(u,v) = u A v = min(u,v) S(u,v) = uV v = max(u,v);

T(u,v) =u®v=uv S(u,v) =udv=u+v—uy

T(u,v) = uMNv =max(0,u +v — 1)
S(u,v) = vUv=min(l,u + v);

_ _ [ min(u,v) max(u,v) =1;
T(u,v) = uiv = {0 max(u,v) < 1.

Ist T eine beliebige t—-Norm, so gilt: uAv < T(u,v) < uAwv.
Auch die Fuzzy—Operationen bezeichnen wir mit A, ®, M, A, bzw.
V, @, U oder im allgemeinen mit Ny bzw. Ug.

DEFINITION 2.4. Es seien A,C € ¥(X), B€ #(Y), T
eine t-Norm und S eine t-Konorm. ANy C, AUs C sind Fuzzy—
Mengen von ¥(X), fir die Vz € X gelten:

panrc(e) =T(pa(z),nc(2),  Havsc(e) = S(ka(z), ue(z)).
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A ist eine Fuzzy-Teilmenge von C (A C C), wenn die Relation
pa(z) < pc(z) Vz € X gilt. Das T-direkte Produkt der Fuzzy-
Mengen A und B ist das Fuzzy-Menge A xr B € ¥(X x Y), fur
die gilt:

Baxr5(Z,y) = T(pa(z),n5(y)) VY(z,y) € X XY.

Die zylindrische Erweiterung der Fuzzy-Menge A fir die Menge
X x Y ist die Fuzzy-Menge A* € F(X x Y), fir die gilt:

Bas(z,y) =pa(z) V(z,y) € X xY.

Es ist offensichtlich, daB8 mit beliebiger t-Norm T gilt: A* =
AxrY.
3. Fuzzy—T R—Regression

Wenn @ # R* € F(R" x R*) eine feste, gegebene Fuzzy-
Relation ist, fihren wir die Teilmengen

X={zeR": Jye R*,up-(z,y) >0},

Y={yeR": 3z€ R",up-(z,y) >0},

bzw. die Fuzzy-Relationen R = R*|xxy € (X XY) und Rx €
F(X) ein, wobei ug, (z) =sup{R(z,y): y€ Y} Vzre X ist.
Die weiteren Untersuchungen beschranken wir auf X,Y und die
Fuzzy-Relation R. Wir fihren noch die Hilfsfunktionen ar und
br ein:

ar (v) =sup{u: T(uv,v) =0}, br(v)=inf{u: T(u,v)=v}.

Die folgenden Eigenschaften von ar und b sind einfache Fol-
gerungen:
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E;: ar(0) =1, ar(1) =0 und ar ist monoton fallend.

E;: br(0) =0, b7 (1) =1 und by ist monoton wachsend.

E;: Ist T eine strenge t-Norm, dann gelten die Gleichungen
ar(v) =0, br(v)=1 Vu>0.

Der Zusammenhang zwischen den Dichtefunktionen in der
Regression ist wohlbekannt: f(z,y) = f(z) - f(y|z), d.h. die
gemeinsame Dichtefunktion ist das Produkt der Dichtefunktion
der unabhangigen Variablen und der bedingten Dichtefunktion.
Schreiben wir hier Zugehorigkeitsfunktionen bzw. Fuzzy-Rela-
tionen statt Dichtefunktionen und benutzen wir eine allgemeine
t—-Norm als Fuzzy—Durchschnittsoperator statt des Produkts, so
konnen wir eine weitere Fuzzy—Relation einfihren:

DEFINITION 3.1. Es sei R € F(X x Y) gegeben. Eine
Fuzzy-Menge (Relation) r € ¥(X xY) wird Fuzzy-T R-Regression
(FT R-Regression) genannt, wenn

pe(z,y) = T(kry (2), 4, (2,9)) V(z,9) €X XY
(d.h. R = R N r) ist. Es sei weiterhin
Frr =Fr(XXY)={re F(XxY): rist FTR — Regression}.

Wir weisen darauf hin, dal eine FT R—Regression r auch als
eine Funktion X — ¥(Y) betrachtet werden kann: r* : z +—
r*(z) € F(Y), wobei g, (5)(y) = p, (z,y) VyeY.

Satz 3.1. Es set die t-Norm T gegeben. Dann gelten:

(i) T stetig —

0£Frp ={r€F(XXY): rin CrCruax };

(i) T streng = |Frr|=1;
(iii) Rx = X (d.h. qu = Xx) = ;TR = {R} ’
(IV) ?TR #@ - RVrmi,, CrCrunax VTG?TR,
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w‘)bei TminsTmax € ?(X X Y)’

braw(@y) = ol w(z9)i  pan(@y) = sup p(z,9).

r€E¥frr

Beweis. (i): T ist laut Definition monoton. Ist T auch stetig,
so ist

{T(pr, (z),v): vE[0,1]} = [0,ur, (z)] (Vze€ X).
Wegen ur(z,y) € [0,ur, (z)] (Vy €Y) gilt:

0# {v: T(ury(2),v) = pr(z,9) } = [rarn (2, 9); brass (2, 9)]

wobei

Frawm (2y) = inf{v: T(pp, (z),v) = pr(z,9) },

Hro.x (2,y) =sup{v: T(ur, (z),v) = pr(z,y)}.

Daraus ergeben sich, daB r € Frp <= rin €7 C rpax.
(ii): Ist T strenge t—-Norm, d.h. stetig und echt monoton, so ist
die Funktion T'(ug, (z),.) auch echt monoton, also wird

{v: T(ur, (z),v) = pr(z,y)} =1 V(z,y) € X xY.

Daraus folgt aber 7, ;. = rmax , mithin ist die FT R-Regression
eindeutig.
(iii): Wenn Rx = X ist, dann haben wir fiir alle r € F5:
ke (2,Y) = T(pr, (2), 0. (7,9) = T(L, 1, (2,9) = p.(2,y), dh.
;‘TR = {R}
(iv): Fir alle r € # 5 sind die Relationen r,;, C r
Ur (:C, y) = T(“Rx (x)7l“’r (Ia y)) S T(XX (I),#r (I,y))
T(1,p (z,y) = p, (z,y) trivial. O

Das folgende Beispiel zeigt, daB der Fall 75 (X) = 0 auch
vorkommen kann:

C rmax und
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B,: Es sei T = A. Nehmen wir an, daB fir R€ (X x Y) und
fur alle (z,y) € X x Y gilt: 0 < pg(z,y) < pr,(z) <1! In
diesem Fall gilt

pr(2,9) € {0, pr, (2) } = {T(kry (2),v) : veE[0,1]}.

Daraus folgt aber ¥ = 0.

4. Eigenschaften der FT R—Regressionen

Im folgenden setzen wir voraus, dal T eine stetige t—-Norm
ist. Die Antwort auf die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit
haben wir im Satz 3.1. zusammengefat. Die folgenden Eigen-
schaften sind leicht einzusehen ((z,y) € (X x Y)):

Es: pr(z,y) =0 <=

0=thron(2,9) < bro, (2,9) = ar (1r, (7));
Es: 0 < pr(z,9) < pry(z) <=

ar (Brx (%)) < Brain (ZY) < brin (2,Y) < br (Brx (2));

Ee: ur(z,y) = pry(z) <=

br (ke y (%)) = Hroa (2,9) < Brc (2,9) = 1

Aus T(ur, (z),1) = bry(z) = sup{pr(z,y) : v€Y} =

sup{ T (kr, (), 1. (z,9)) : y € Y} = T(ur, (z),sup{p.(z,v) :

y € Y }) folgt die Relation sup{u,(z,y): y€Y } > by (ur, (z))
Vz € X, Vr € #rr. Verwendet E;, E; und E; bekommen wir:

E;: sup{p, . (z,y) :y €Y } = br (kr, (z)) und
sup{#r...(%,9) iy €Y } =

:{br(unx(z)) Vy: pr(z,v) < bry (2);
1 Jy:  pr(z,Y) = pr, (7).



178 SANDOR JOZSEF

Ist T streng, dann gilt sup{u,(z,y): y€eY} =1 Vr €
Frr.

Wir geben einige Beispiele an:
B;: Essei T = A! In diesem Fall: r,,, = R und

u'max (I’y) = “"R (z’y) + (1 - “R (ziy)).
) X{#n(z.v)=unx(z)}(zay)-

B;: Essei T = ®! Dann u,(z,y) = ur(z,y)/ur, (z).
B,: Es sei T = N! Daraus folgt:

#'mnx (x, y) = 1 + ”R (z’ y) - qu (z) und

Brow (Z,9) = (L+ pr (2,9) — ey (Z)) - X(un (2.9)>0) (T59)-

Zur Analyse der Frage der ”Unabhangigkeit” fihren wir die fol-
gende Definition ein:

DEFINITION 4.1. Eine Relation R € #(X x Y) heiit T-
dekomponierbar (oder Relation der T-unabhangigen Variablen z
und y), wenn R ein T-direktes Produkt gewisser Fuzzy—Mengen
A€ F(X)und Be 7(Y) ist: R= A xr B (= A* nr b*).

Satz 4.1. Setzen wir voraus, daf R € F(X xY) T-
dekomponierbar 1st, R = A X1 B! In diesem Falle haben wir:

(i) Es existiert r€ F(Y), so daf r* € Frp(X X Y);
(if) Ist hgt(B) = sup{us(y) : y€ Y} =1, dann B* €

.77'3 (X X Y)

Beweis. (i): Es sei r € 7(Y) so gewahlt, da88 die Gleichung
pe (y) = T(hgt(B),u.(y)) (Vy € Y) gilt. (Die Existenz von r
ergibt sich aus der Stetigkeit von T wie beim Satz 3.1.) Daraus
folgt aber:

T(urx (2)sptrx(2,9)) = T(sup{kax,5(z,¥): y€Y },u(y)) =

= T(sup{T (k4 ()15 (¥)) : yEY },u(y)) =
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= T(T (14 (z),sup{ps(y): y€Y }),u(y)) =

= T(T (14 (), hgt(B)), u. (v)) = T (14 (z), T (hgt(B), u. (v))) =

(ii):

=T(pa(z) 8 (¥) = pr(z,y) V(z,y) € X XY.
Ist hgt(B) = 1, so ergibt sich einfach und aus pup(y) =

T(1,pp (y)) und aus (i), daB B* € Frp(X xY)ist. O

Es:

E,:

Die folgenden Eigenschaften sind leicht zu beweisen:

Wenn T eine strenge t~Norm und R T-dekomponierbar sind
(R = A xr B), gilt fiir die einzige, von z unabhangige FT R-
Regression r:

tr (z,y) = T ' (hgt(B),.) (ks ()

Es seien R T-dekomponierbar, r,,r, € ¥(Y)sodaB ri,ri €
Frr(X xY), g:[0,1] x [0,1] — [0, 1] eine Funktion mit der
Eigenschaft g(u,v) € [u,v] (z.B. g(u,v) = au + (1 — a)v mit
a € [0,1] fixiert). Fir die Fuzzy-Menge r € 7(Y), pu,(y) =
9k, (y))ur, (v)) gilt dann r* € Fr (X X Y).

: Es seien in diesem Beispiel T' = ®, £ und n zwei unabhangige

Zufallsvariablen und R € (X x Y), wobei
X={z€eR: f(z)>0}, Y={yeR: f,(y)>0};

ffn(zay) —
sup{ fen (z,9) : (z,y) € X x Y}
fe(z) _ fa (y) _
sup{ f¢(z) : z€ X} sup{f,(y): yeY}

N

palz) up(y)
= pa (z)us (v).
In diesem Fall sind R ®-dekomponierbar (R = A X B) und
hgt(B) = 1, also ergibt sich als einzige FT R-Regression die
zylindrische Erweiterung von B € ¥(Y) :
I (y) )
sup{ f,(v): y€ Y}

br(z,y) =

b (2,y) = pp-(z,9) =
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Parallele Ergebnisse zur gewohnlichen Regression mit un-
abhangigen erklirenden Variablen konnen auch im Fuzzy-Fall for-
muliert werden. Wir benutzen die folgende Bezeichnung:

T 2z =T (21, T (22, T (-, T (2n-1,2a)))) -

Satz 4.2. Esseten X = X, x---xX,, R € F(X;xY), T
eine (fizierte) t-Norm, R = (R,)* Ny ---Nr (R,)* und r; €
Frr(Xi xY) (1=1,...,n). Dann gilt :

r=(r)*Nr---Ng (r,)* € Frr(X xY).

Beweis. T(uz, (z), . (z,y)) =
= T(sup{ur(z,y): y€Y}, T\L pr,(2i,9)) =
= T(sup{ T~ ,pr,(z:,y) : yEY }, T 1, (2,9)) =
= T(T", (sup{ pr, (z:,) : YEY }), T2 1., (2:,9)) =
= T (T2 ke, (7:)s T 1, (2, 9)) =
=T, (T (krx, (@), e, (2:,9))) = T2 (02, (2:,9) = pr(2,9).0

5. Mengenwertige Regression

DEFINITION 5.1. Es seien T und R gegeben, r € 75,
P(Y)={A:ACY} unde€[0,1]. Die Funktion

fre: X — P(Y), z—{y€eY:p(z,y)>¢€}

nennen wir mengenwertige (durch r generierte) eT R-Regression.
Aus der Definition der eT R-Regression ergeben sich einfach
die folgenden Relationen (Eigenschaften):
Eo: €=0 = fo(z)=Y VzeX;
e=1 = f.(z) C f(z) Ve<1l (VzeX).
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En:e.<e2 = fre,(2) C fre, (2) Vze X und

U (U (&} % frane(@)) ={(z,¥) : #r(z,y) >0}

¢e>0 z€X

Ei2: frone(®) € fre(2) C fronie(z)  VzeEX.
Eis: frova(z) = {y €Y : ur(z,y) = pr,(z)} erfillt und gilt
unabhangig von der benutzten t—-Norm.
DEFINITION 5.2. Es sei R € (X x Y) gegebenen. Die
Funktion fr = f,_.,: nennen wir mengenwertige Regressions-
funktion.

Die Eigenschaft E,; zeigt, daBl die Idee dieser Definition
ahnlich dem ”Maximum-Likelihood—Prinzip” ist.

Eig: €>br(ury (z)) = 0= fr . e(2) C frorne(z) = fr(2);

e=br(ury (z)) = frune(z) = frunine(z) = fr(2);
€ <br(ury(z)) = O# frnine(®) C fraise(2):

E,s: Ist R T-dekomponierbar und r* € #rp, dann gilt f,,(z) =
{yeY:u(y) >e}.

Sehen wir einige Beispiele dafir!

Be: Es seien g¢:R" — R, X =Dom g,Y =Img wund R=R,,

wobei ()
_J1 y=g(z);
”"’(x’y)_{o y # 9();

ist. In diesem Fall sind Rx = X, r = R (unabhingig von T)
und f,.(z) = fr(z) = {9(z)} Ve>o0.

B;: Esseien ACR" xR und pg(z,y) = ¢ Xalxxy mit0<c <
1 fixiert. (X,Y sind zu A konstruiert.) Dann erhalten wir:
29 3% (2:) =06 Hepn (:z:,y) = bT (c) * XA (zay)’ Hrox (xay) =
Xa(z,y) tar(c) (1 - xalz,9))s

f0 e > br(c);
f'mln‘(z) - {fR (x) e < br(c);
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frowele) = { @ 2 orle

e <ar(c);
wobei fr(z) ={y€Y: (z,y)€A4}.

Bs: Es seien g,0: R" — R zwei gegebene Funktionen, R €
F(R" X R) mit der Zugehdrigkeitsfunktion

s e (552)
o(z)

wobei s =inf{o(z): z€ R"} > 0.
a) Es sei weiterhin T = ®! Daraus folgen: ug, (z) =

s/o(z),

br(z,y) =

br(z,y) = € (v—::%)’ und

foe(z) = [g(x) —o(z)- \/m‘g 9(2) + o(z) - {/In % ]

Als mengenwertige Regression ergibt sich:

fr(z) = {g(z)} VzeR".

b) Esseien jetzt T = A und s,(z) = o(z),/In {5 Dann

erhalten wir:

TminsTmax € ?TR) Tmin = Rs Tmax = RV R

g

(die Definition von R, siehe in Bg),

O 8

€> s
frane(=) = {[g(x) Cs(@)ha(®) +a(z)] €<

B 9(z) €> =
Jrasnel®) = {[g(z)—s.(z),g(z)+s.(z)1 e< i

und fr(z) = {9(z)} VzeR".
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