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1. Einfiihrung

Eine der zentralen Fragestellungen in der Theorie der Kompliziert-
heit von Berechnungsprozessen wie in der theoretischen Computerwissen-
schaft iiberhaupt ist die Frage nach dem Verhéltnis von Zeitklassen fiir
deterministische und nichtdeterministische Berechnungsmodelle. Dabei ist
insbesondere die Frage nach dem Verhiltnis von deterministischen zu nicht-
deterministischen Polynomialzeitklassen fiir Turing-Maschinen von prakti-
scher Relevanz (vergl. [5]). Es ist trivial, daB jede durch eine deterministi-
sche Turing-Maschine in polynomialer Zeit akzeptierbare Menge auch durch
eine nichtdeterministische Turing-Maschine in polynomialer Zeit akzeptier-
bar ist (man verwende nur dieselbe deterministische Maschine und fasse sie
als nichtdeterministisches Modell auf). Die Frage nach der Umkehrung
dieser Beziehung ist bis heute ungeldst und stellt das beriihmte P — NP-Pro-
blem dar. Es zeigte sich nun, daB bei Relativierung der Fragestellung eine
Beantwortung moglich ist. Anstelle der gewohnlichen Turing-Maschinen
werden sogenannte Orakel-Turing-Maschinen betrachtet, die den ersteren
formal weitgehend dhnlich sind. Baker, Gill und Solovay [1] und unabhéngig
davon andere Autoren zeigten, daB das P—NP-Problem bei gewissen Rela-
tivierungen positiv, bei anderen dagegen negativ zu beantworten ist. Be-
zeichnen wir mit PA bzw. NP4 die Klasse aller Mengen, die durch deterministi-
sche bzw. nichtdeterministische Orakel-Turing-Maschinen unter Benutzung
der Orakelmenge A akzeptiert werden kdnnen, so gibt es also Mengen A
mit PA = NP2 und andererseits Mengen A mit PANPA. Betrachten wir
nun zusétzlich als hohere Kompliziertheitsklassen die Exponentialzeitklas-
sen EL und NEL (Definition siehe im Abschnitt 2), so ist bekannt, daB
PA = NP4 auch ELA = NELA zur Folge hat (siehe z.B. [11]). Die relativierte
Separation von NP und P, PA NP4, ist jedoch von der Beziehung zwischen
ELA und NEL4 unabhéngig. Es ist verhaltnismaBig leicht, eine Menge A zu
finden, so daB PA=NPA und ELA>NEL4 (siehe z.B. [9]). Das Auffinden
einer Menge A mit PAxNP4 und EL4 = NEL4 ist hingegen mit einigen
Schwierigkeiten verbunden, die im Abschnitt 3 diskutiert werden. SchlieB-
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lich prasentieren wir im Abschnitt 4 die Konstruktion einer Menge A, so
daB die Klassen PA und NP4 in gewissem Sinne streng separiert sind und die
Exponentialzeitklassen EL4 und NELA zusammenfallen.

2. Das Berechnungsmodell und einige Bezeichnungen

Wir betrachten nur Mengen von Wortern iiber dem Alphabet {0, 1}
und Maschinen mit diesem Alphabet als Eingabe- und Ausgabealphabet.
|x| bezeichne die Ldnge eines Wortes x. Eine Orakel-Turing-Maschine oder
kurz Orakelmaschine ist eine Erweiterung einer mehrbdndrigen Turing-
Maschine, wie sie in [7] und [4] beschrieben wurde. Sie besteht aus einer
Kontrolleinheit mit endlich vielen Zustdnden, einem Nur-Lese-Eingabe-
Band und einer endlichen Anzahl von Arbeitsbdndern. Unter den Arbeits-
bidndern befindet sich als ausgezeichnetes Band das sogenannte Frage-Band.
Unter den Zustdnden befinden sich als ausgezeichnete Zustidnde ein Frage-
Zustand, ein Yes-Zustand, ein No-Zustand und akzeptierende Zustédnde.
AuBerdem haben wir eine beliebige Menge A <{0, 1}* als sogenanntes Orakel
oder Orakelmenge. Die Arbeitsweise einer Orakelmaschine ist nun zunichst
genau dieselbe wie die einer gewdhnlichen Turing-Maschine mit folgenden
Ergidnzungen: Befindet sich die Maschine in einem gewissen Takt im Frage-
Zustand, so geht sie in den Yes-Zustand iiber, falls das sich im entsprechen-
den Takt auf dem Frage-Band befindliche Wort (wir sagen, dieses Wort kommt
als Orakelfrage vor) zu A gehdrt, anderenfalls geht sie in den No-Zustand
iiber. Im gleichen Takt wird noch der Inhalt des Frage-Bandes geloscht und
dann zum nichsten Takt iibergegangen. GemaB dieser verbalen Beschrei-
bung ist eine formale Beschreibung leicht moglich, sei aber hier weggelassen.
Wie iiblich sprechen wir von deterministischen bzw. nichtdeterministischen
Maschinen je nachdem, ob die unmittelbare Folgekonfiguration in jedem Takt
eindeutig bestimmt ist oder nicht.

Ein Wort x€{0, 1}* heiBt von einer (deterministischen oder nichtdeter-
ministischen) Maschine 28 akzeptiert, wenn es eine Berechnung von 8 mit
der Eingabe x gibt, die in einem akzeptierenden Zustand terminiert. Eine
entsprechende Berechnung heife akzeptierende Berechnung auf x. Acc()
sei die Menge aller von % akzeptierten Worter. Falls wir die Maschine %%
mit dem Orakel A betrachten, so schreiben wir LB4.

Ist t eine Funktion von N in N und 2 eine Orakelmaschine, so definie-
ren wir: W lauft in der Zeit f genau dann, wenn fiir alle n€N und alle Worter
x€{0, 1}* mit der Lange n jeder Berechnungsweg von 84 bei beliebigem A
mit der Eingabe x innerhalb von #(n) Schritten terminiert.

DTIMEA(f) bzw. NTIMEA(f) sei die Klasse aller Mengen, die von deter-
ministischen bzw. nichtdeterministischen Orakelmaschinen mit Orakel A
akzeptiert werden, die in der Zeit f laufen. Als spezielle Klassen betrachten
wir

PA=p, U DTIMEA(p), NPA =, U NTIMEA(p),

p ist ein p ist ein
Polynom Polynom
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ELA =, U DTMEA@2/), NELA =, | NTIMEA(2/).

fist linear fist linear

P, NP, EL bzw. NEL bezeichnen die entsprechenden Klassen beziiglich ge-
wohnlicher Turing-Maschinen (unrelativierte Klassen). Wie in [1] seien
{Py, P,,...}und {NP;, NP,,...} Numerierungen aller deterministischen bzw.
nichtdeterministischen Orakelmaschinen, die in polynomialer Zeit laufen.
0.B.d.A. nehmen wir an, daB p,(n) eine echte obere Schranke fiir die Lange
aller Berechnungen von P; mit beliebigem Orakel auf einer Eingabe der
Lénge n sei, wobei p(n) = i+n. {NEL,, NEL,, ...} sei eine Numerierung
aller nichtdeterministischen Orakelmaschinen, die in einer Zeit 2/ laufen, wo-
bei f eine lineare Funktion ist. Der Zusatz 4 an der Bezeichnung einer Ma-
schine bedeute, da wir diese Machine mit dem speziellen Orakel A benutzen.

Die folgenden Abkiirzungen werden in den anschlieBenden Konstruktio-
nen benutzt.

Fiir natiirliche Zahlen i und [ und x€{0, 1}* sei cod(i, x, {) das Wort

00...01x100...0 = 0'1x10%

i l

Fiir T¢{P, EL}, Ac{0, I}* und n¢N sei §(NT4, n) = p; {cod(i, x, [):
[cod (i, x, )| =n A NT# akzeptiert x in weniger als [ Schritten}.
Mit diesen Bezeichnungen ist nun leicht die von Baker, Gill und Solovay in
[1] angegebene Konstruktion einer Menge A mit PA = NP4 zu beschreiben:
Die Konstruktion erfolgt schrittweise, beginnend mit A = @, und im Schritt
n ist

A<~AUGNPA4, n)

zu setzen. Das bedeutet im Sinne einer Ergibtanweisung, da die neu kon-
struierte Menge A gleich dem rechts von < stehenden Wert mit der bisher
definierten Menge A zu setzen ist. Im Limes ergibt sich eine Menge A mit

L=" Afir jedes LENPA, was gleichbedeutend mit NPAC P4 ist. Denn ist
m

L durch eine nichtdeterministische in polynomialer Zeit laufende Orakel-
maschine mit Orakel A akzeptiert, so gilt x€L<-cod(i, x, p(|x]))€A fiir
ein gewisses festes i€N und Polynom p. Die Funktion f mit f(x) = cod(i, x,
p(|x])) ist deterministisch in Polynomialzeit berechenbar. Die angege-
bene Konstruktion ist korrekt, denn um festzustellen, ob ein Wort z =
= cod (i, x, [) im Schritt n zu A hinzuzunehmen ist, braucht nur die Maschine
NP2 auf x fiir weniger als [ <n Schritte simuliert zu werden. Dabei kdnne nnur
Fragen nach Wortern mit Langen kleiner als n vorkommen, und fiir diese
Worter ist vollstindig bekannt, ob sie zu A gehdren oder nicht.

3. EL4 = NELA bei gleichzeitiger Separation P4 = NPA

Eine Menge A, fiir die gleichzeitig ELA = NELA und P4 NP4 gilt, wird
ebenfalls schrittweise konstruiert. Wir benutzen wieder das Symbol « im
Sinne von Ergibtanweisungen und beginnen mit A = @. Um die Separation
von PA und NP4 zu garantieren, konstruieren wir gleichzeitig schrittweise
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eine Menge B¢ NPA\PA, Die Konstruktionen in [1] sowie in anderen Arbeiten
legen zunichst die folgende Idee fiir den Schritt n der Konstruktion nahe:

(1) A«AUG(NELA, 27).

Damit ist bereits analog zu oben der Kollaps von NEL# zu ELA garantiert
(x€ L-cod (i, x, 27(xD) ¢ A fiir geeignetes i und lineare Funktion f bei beliebi-
gem LeNELA.). Nun ist noch iiber die deterministischen polynomialzeit-
beschrdankten Maschinen zu diagonalisieren. Dazu beginnen wir die Kon-
struktion mit i = 1 und B = @ und stellen nach Ausfiihrung der Anweisung
(1) die Frage, ob 2" > p,(n). Ist das nicht der Fall, so gehen wir zum néichsten
Schritt n+ 1. Anderenfalls fragen wir nun, ob 0" von P4 akzeptiert wird.
Wegen 27> p,(n) kann dabei kein Codewort als Orakelfrage auftreten, das
eventuell erst spiter in A aufgenommen wird. Ist 07€ Acc(P#), so erhdhen
wir i <i+1 und gehen zum néchsten Schritt n+ 1. Anderenfalls setzen wir

(2) B<BU{0"},
3) A<+~AU{lz: |z| = q(n) A 1z tritt nicht als Orakelfrage wéahrend der
Arbeit von P£ auf 0" auf},

i «i+1 und gehen zum néichsten Schritt n+ 1. ¢ ist dabei ein festes Polynom.
Dadurch wird B> Acc(P#) erreicht. Da nur weniger als p,(n)<2" Orakel-
fragen gestellt werden konnen, und es andererseits 29(W =27 Worter der
Lénge g(n) gibt, existieren entsprechende Worter 12. ¢ darf nicht groBer
als ein Polynom sein, weil sonst B€ NP4 nicht realisiert werden kann.

Die in (3) eventuell in A aufgenommenen Worter 1z haben aber fiir hin-
reichend groBes n eine Linge kleiner als 2" und konnen somit den Teilschritt
(1) von Schritt n oder fritheren Schritten beeinflussen. Damit ist unsere
Konstruktion nicht brauchbar, und wir miissen nach Auswegen suchen. Neh-
men wir in (3) nur solche Worter 1z in A auf, die weder bei der Arbeit von
P4 auf 0" noch innerhalb von [ Schritten der Arbeit von NEL4 auf x mit
|cod(j, x, I)| =2" als Orakelfragen auftreten, so konnen diese zwar die Teil-
schritte (1) nicht beeinflussen, es kann aber sein, daB es gar keine derartigen
Worter gibt. Bei einer nichtdeterministischen Maschine kénnen nédmlich
innerhalb von [ Schritten alle Worter mit einer Lange kleiner als ¢ -/ mit kon-
stantem Faktor c< 1 als Orakelfragen vorkommen. Da hier [ gréBenordnungs-
maBig 2" erreicht, miissen moglicherweise fiir hinreichend groBes n in (3)
alle Worter mit fester polynomialer Linge ausgeschlossen werden.

Als nédchster Ausweg bietet sich die folgende Idee an. Jede Berechnung
einer nichtdeterministischen Maschine ist eine Folge von Konfigurationen.
Jede dieser Folgen 14Bt sich in gewisser Weise codieren, und die.codierten
Folgen lassen sich kanonisch ordnen. Man kann also beispielsweise von der
ersten akzeptierenden Berechnung einer Maschine gemé@B dieser kanonischen
Ordnung sprechen (falls sie existiert). Wir definieren nun:

{z: z kommt als Orakelfrage wiahrend der ersten
_ akzeptierenden Berechnung von NEL4 auf
Qace(NELF, X) = by § x vor} falls x € Acc (NELA) !

@ sonst.



STRENGE SEPARATION 91

Ferner sei Q(P#, x) die Menge aller Worter, die wéhrend der Arbeit von P2
mit Eingabe x als Orakelfragen vorkommen.
Wir verwenden nun eine andere Codierung, namlich

cod (i, x,[) = p, 0102 1x10¢
und ersetzen (3) durch

39 A<AU{lz: |z] =3n+1A
124 Q(P¢, 0"y u U{Qacc (NEL4, x): 3l cod (j, x, )€ A}}.

Die Menge Q(P#, 0")u U{Qacc(NEL4, x): 3/ cod (j, x, [)€ A} enthdlt we-
gen p;(n)<2" und |cod (j, x, [)| =2" weniger als 27+ 23r<23+1 Worter. Es
gibt also stets noch Worter z der Lénge 3n+ 1, so daB 1z nicht zu dieser Menge
gehort. Diese Worter kdnnen gemdB ihrer Bildung auch nicht die bisher in
A aufgenommenen Codewdrter beeinflussen. Nun kénnte es aber sein, daB
derartige spater in A gelangende Worter 1z bewirken, daB gewisse in friiheren
Schritten nicht in A aufgenommene Codewdrter doch zu A gehoren miiBten.
Damit ist auch dieser Ausweg zunéchst nicht gangbar.

An dem Gesagten dndert sich nichts, wenn wir in (3) bzw. (3") jeweils
nur ein Wort 12 (das beziiglich der kanonischen Ordnung kleinste mit der
entsprechenden Eingenschaft) in A aufnehmen. Wiirden wir nach Auf-
nahme eines Wortes 1z in A eine Neuberechnung von A geméaB (1) durch-
fiihren, so konnte dann fiir das modifizierte A 0"€ Acc(P#) gelten, weshalb
dann 1z gar nicht in A sein diirfte.

Auch die Aufnahme kiirzerer Codewdrter zu A in (1) liefert keine Lo-
sung, da dann bei der Arbeit von P2 auf 0" nach Codewdrtern gefragt
werden konnte, die erst spéter in A aufgenommen werden miissen. Die Wahl
einer anderen Codierung und verschiedene Verfeinerungen der aufgezeigten
Wege fiihren ebenfalls nicht zum Ziel. Es zeigt sich schlieBlich, daB der im
Zusammenhang mit (3’) angegangene Weg erfolgreich ist, das prinzipielle
Problem jedoch im Teilschritt (2) liegt.

In [6] bewies Hartmanis einen Satz, der in unserer Terminologie fol-
gendermaBen zu formulieren ist:

Satz (Hartmanis [6]). EL = NEL gilt genau dann, wenn es keine diinne
Menge in NP\P gibt.

Eine Menge S heiBt diinn, wenn es ein Polynom pg gibt, so daB fiir jedes n
weniger als pg(n) Worter mit maximaler Lénge n zu S gehoren.

Der Satz von Hartmanis gilt auch bei beliebigen Relati vierungen:
ELA = NELA4 genau dann, wenn keine diinne Menge in NPA\PA liegt.

Die von uns gemaB (2) konstruierte Menge B ist offensichtlich diinn und
kann demzufolge nicht die gewiinschte Bedingung erfiillen. Eine erste Losung
des Problems présentierte Wilson in [12] und [3], indem er eine Menge A
konstruierte, so daBPA NP4 und ELA = NELA. Kurtz [8] bewies die Exis-
tenz von Orakelmengen A mit P4 NP4 und NPA\PA enthilt keine diinne
Menge. GemiB des Satzes von Hartmanis sind beide Resultate dquivalent.
Unabhingig davon wurde auch in [9] eine Menge A mit diesen Eigenschaften
konstruiert.
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In [2, 10] und anderen Arbeiten wird eine schirfere Form der Separa-
tion relativierter Kompliziertheitsklassen betrachtet. Zwei Klassen % und
B (mit A< B) heiben streng separiert, wenn es eine unendliche Menge L in
B\A gibt und keine unendliche Teilmenge von L in U liegt. L heiBt dann
auch Y-immun.

Es erhebt sich nun dei Frage, ob unter der Voraussetzung EL4 = NEL4
eine strenge Separation von PA und NPA méglich ist. Aquivalent dazu ist
die Frage, ob es Mengen A gibt, so daB NP4\P4 keine diinnen, aber P4-im-
mune Mengen enthélt. Diese Fragen sind positiv zu beantworten, und wir
prisentieren im nidchsten Abschnitt die Konstruktion entsprechender Men-
gen. Dabei werden die oben angedeuteten Versuche in verfeinerter Form
ausgenutzt.

4. EL4 = NELA bei strenger Separation von P4 und NP4

Satz. Es gibt rekursive Mengen A und B mit den Eigenschaften ELA =
=NELA, NPA\PA enthilt keine diinne Menge, B€ NPA\PA und B ist PA-immun.

Beweis. Zur Vorbereitung der Konstruktion entsprechender Mengen
wollen wir einige weitere Abkiirzungen und Bezeichnungen vereinbaren.
Anstelle der bisherigen Codierungen verwenden wir ab jetzt die folgende:

cod (i, x, ) = 02102 M1x104*,

Mit dieser Codierung sei dann §(NEL4, n) wie in 2. definiert. Ferner sej:
@*(NELA n) = pgfcod (i, x, I'): 3l(cod (i, x, ) EE(NELA, n) A I'=1)} und
C-(NELA4, n)=p; {cod (i, x, I): |cod (i, x, l)] =n ANEL# akzeptiert x nicht
innerhalb von [ Schrltten}
Sind A und M Teilmengen von {0, 1}*, x€{0,1}* und j, (€N, so sei
COMP (NEL;, A, M, x, I) die Menge aller Berechnungen der Maschine NEL,
auf x mit wemger als | Schritten, wobei alle Orakelfragen nach Wortern aus
M jeweils in beliebiger, untereinander vertréglicher Weise beantwortet
werden, und alle sonstigen Orakelfragen in korrekter Weise gemaB A. Wir
definieren dann:

die erste akzeptierende Berechnung in
fiacc (NEL;, A, M, x,1) = pf COMP(NELj, A, M, x, |) falls diese
existiert; das leere Wort sonst.

Ist ¥ eine Berechnung, so sei M{{; die Menge aller Worter aus M, die wih-
rend der Berechnung P als Orakelfragen vorkommen und mit Ja beantwor-
tet werden, und Q‘B sei die Menge aller Worter, die wahrend ‘B als Orakel-
fragen vorkommen.

Die Kostruktion erfolgt nun schrittweise und beginnt mit n =i = 1,

A=B=B'=L"=g,L={l},m=0M=1. D {0, 1}%%=1 n ist die
k=1

Nummer des gerade auszufiihrenden Schrittes. A und B werden im Limes die

gesuchten Mengen sein, die unseren Satz erfiillen. Dabei werden manche
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Worter vor ihrer Aufnahme in B zunéchst in B’ genommen. L ist eine Liste
von Indizes deterministischer polynomialzeitbeschrankter Maschinen, iiber
die im entsprechenden Schritt zu diagonalisieren ist. L ist eine Teilmenge von
L. i ist der groBte Index einer Maschine, iiber die jeweils zu diagonalisieren
ist. m ist ein Schwellenwert fiir gewisse Teilschritte der Konstruktion. Eine
besondere Rolle spielt die Menge M. Gewisse Elemente aus M werden wir in

A aufnehmen, ndmlich genau diejenigen, auf die die Menge B = 1\}: redu-

zierbar ist. Dieser Anteil von A ist zu allen iibrigen Elementen von A, die
alle mit O beginnen, disjunkt. Wir reservieren zundchst in M immer diejeni-
gen Worter, die keinen EinfluB auf andere Teile der Konstruktion haben,
und fiir die spdter noch entsprechende Worter in B aufgenommen werden
konnen. Die in 3. geschilderten Schwierigkeiten iiberwinden wir dadurch,
daB wir erstens wie dort alle Elemente aus Qacc (NEL#, x) mit cod (j, x, [)¢ A
aus M entfernen und zweitens diejenigen Worter aus M, die bewirken kdnnen,
daB noch nicht zu A gehérende Codewdrter doch in A sein miiBten, bereits
vorzeitig in A aufnehmen. Im zweiten Falle miissen wir dann natiirlich auch
entsprechende Worter in B iibernehmen. Aus spiter einzusehenden Griin-
den nehmen wir diese aber zunichst in B’.

Damit ergibt sich folgende allgemeine Beschreibung fiir den Schritt n un-
serer Konstruktion:

A~ AUGH+(NELA, 27)

MM\ uo, Qacc(NEL;‘, x)
cod (j, x, DEG(NELA, 2™
Gibt es Worter ze€~(NEL4, 27) mit |z|>2r~1?
Nein: Gehe zu M,.
Ja:  Dannseiz, 2, ..., 2, die kanonische Folge aller dieser Worter.
Setze k<1 und gehe zu M,.
M,: Setze P fiacc(NEL;,, A, M, x,, [,), wobei z, = cod (jy, Xy, ).
Ist P das leere Wort?
Ja:  Dann gehe zu M,,.

Nein: Setze A«AU{cod(ji, X, I): [=1L}UMg,
B'«~B'U{z: 3w(lawe Mg A [w| = |2|-1)},
M «~M\Qg und gehe zu M,.

M,;: k= N_.?
Ja:  Gehe zu M,.
Nein: k<k+1.
2, €A?

Ja:  Gehe zu M,.
Nein: Gehe zu M.

Damit sind die oben geschilderten Vorbereitungen erfolgt. In den Teil-
schritten My — Mg sichern wir die PA-Immunitdt von B, und in M, erfolgt
die eigentliche Diagonalisierung.
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M;: B”«{z: Z€B'A |z]s§}. Ist n>T7und > pj(|z])<2"=3? ()
jeL
ZEB”

(Ist L oder B”’ leer, so habe die Summe den Wert 0.)

Ja:Setze MM\ U Q(P#,2), L’«—L’U{j: jeL/\Zz[zeB”/\zeAcc[Pé_n},
&5 ]
Jo< 0 und gehe zu M,.

Da B PA-immun werden soll darf keine Menge der Form Acc(P4) eine unend-
liche Teilmenge von B sein. 'L ist die Menge derjenigen Indize$ J, fiir die zu-
néchst die Gefahr besteht, daB Acc(P4) eine unendliche Teilmenge von B
wird. Um das zu verhmdern, suchen w1r als nichstes nach dem kleinsten
Index j,€ L', fiir den es ein zoeAcc(PAo)\B gibt. Finden wir ein solches Paar
(Jos 2,), S0 Werden wir sichern, daB das Wort z, niemals ein Element von B
wird, und streichen den Index j, aus unseren Listen. Natiirlich konnen wir
dabei nur nach Wortern z, mit einer beschrankten Lénge suchen.

Ist n nicht groB genug, um (%) mit Ja zu beantworten, so fiihren wir
ebenfalls diese Suche durch, lassen dann aber spéter die Menge B” unbe-
riicksichtigt (d.h. formal B” = §J).

Nein: Setze B” «f, j,+0 und gehe zu M,.
M,: Gibt esein j>j,in L’?
Ja: Setze j,«min{j: j=j, Aj€L’},
2, « kleinstes Wort z (beziiglich der kanonischen Ordnung aller
Worter) mit 2¢ BUB’
und gehe zu M;.

Nein: Falls (%) mit Ja beantwortet wurde, so setze
B+BUB”, B’<~B’\B” und gehe zu M,,
sonst setze M «M\{0, 1}2"
und gehe zum nichsten Schritt n+ 1.

Vor dem Ubergang zu einem neuen Schritt n+ 1 entfernen wir alle Worter
der Lange 2n aus M, da diese auf spitere Schritte keinen EinfluB mehr ha-
ben konnen (Bei der Diagonalisierung im Schritt n nehmen wir hdchstens
ein Wort der Linge n in B und entsprechende Worter der Lange 2n aus M
in A auf.).

M;: Setze A,<A, n,<«n und lasse die Maschine Pj':o auf der
Eingabe 2, solange arbeiten, bis einer der folgenden Fille eintritt:

a) es wird eine Orakelfrage nach einem Wort ¢ der Form cod(j, x, [)
mit ¢¢ A, und |q| > 2" gestellt,
b) Berechnung beendet und 2z, ¢ Acc(P#),

¢) Berechnung beendet und z,€ Acc(Pfo).

Fall a): Gehe zu M,.
Mg: ng<ng+1, Ag«<A,UEY (NELAo, 2n0),
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Ist g€ A, oder 2m0=|q|?
Nein: Gehe zu M,
Ja: Dann beantworte die Orakelfrage in der entsprechenden
Weise und arbeite weiter bis einer der Félle a), b), ¢) eintritt.
Fall b): Gibt es ein 2>z, (beziigl. der kanonischen Ordnung)

n—-3
mitz¢ BUB’ und |2| =2 * ?

Ja: z, sei das beziigl. der kanonischen Ordnung kleinste derarti-
ge Wort, gehe zu M;.

Nein:  Gehe zu M,.
Fall ¢): Ist ny>n, so setze A~ Ay, n<ng, j,«0 und gehe zu M,,
sonst setze L"«L"\{j,}, L~L\{j,}, B<~BUB”,
B’ «B\B”, m<~max {m, p;,(|2o]), 2- |2, |, 2n, 274},
M <~M\{z: |z| =m} und gehe zum Schritt n+1.:

Wie wir spéter sehen werden, ist es wichtig, vor Ausfiihrung des Schrittes
n+1 nach dem kleinsten Index j,€L’ gesucht zu haben, fiir den es ein
zoeAcc(P}‘:)\B mit |z,] =2~374 gibt. Falls sich der Schrittindex n, wegen
Durchlaufens von M, vergroBert hat, miissen wir die Suche nach j, wieder-
holen, dasich bis zur groBeren Schranke 2~3Y4 moglicherweise ein kleinerer
Index j, finden 1aB8t. Nur wenn das nicht der Fall ist, streichen wir j, aus
unseren Listen und gehen zum Schritt n+ 1. Da wir alle Worter bis zur Lénge
m aus M entfernen, kann z, spater nicht mehr in B gelangen (dies ware nur
bei gleichzeitiger Ubernahme eines Wortes der Linge 2-|z,| aus M in A
moglich). AuBerdem werden aus M alle Worter entfernt, die eventuell bei
der Arbeit von P;:o bzw. bei der Berechnung von A, als Orakelfragen auf-

tauchten.

M,: Ist n>""und 2, pf(n)<2"-%?
2 Jj€L

Nein: Setze M« M\{0, 1}>* und gehe zum ndchsten Schritt n4-1.

Ja: Setze z «kleinstes Wort 2z (beziigl. der kanonischen Ordnung)
mit |z| = nund 1z-{0, I}*~1cM
(wir werden anschlieBend beweisen, daB ein solches Wort
stets existiert), M« M\ U Q(P4,2),i~i+1

und frage, ob esein jeL glbt mit z€ Acc(P4).
Ja: (z wird nicht in B aufgenommen),
L'« L\{j: z€Acc(P4)},
L(L\{j: ze Acc(PH)HU{i}, M ~M\{0, 1}*
und gehe zum néchsten Schritt n+ 1.
Nein: B<BU{z}, A<AU{law: |w| = n—1 A l2weM},

L<LU{i}, M<M\{0, 1}*>
und gehe zum n#chsten Schritt n+ 1.



96 GERHARD LISCHKE

Wir beweisen nun in den folgenden Punkten, daB die hier konstruierten Men-
gen A und B unseren Satz erfiillen.

1. Aus der Definition unserer Codierung folgt unmittelbar:
Ist |cod(i, x, )| =27, so ist i<n, |x| <% und [<2n/4,

2. NELACELA. Ist LENELA, so gibt es eine Maschine NEL# und eine
lineare Funktion f, so da NEL4 in der Zeit 2/ l1duft und L akzeptiert. Dann
gilt x€L<-cod(i, x, 2/4xD)€A. Es ist |cod(i, x, 2/1xD)|=<=280xD fiir eine
geeignete lineare Funktion g und damit L€ELA.

3. Nach dem Satz von Hartmanis gibt es keine diinne Menge in NPA\PA.

4. Die Frage () in My wird unendlich oft mit Ja beantwortet. L kann
nur in M, vergroBert werden, und M, wird nur erreicht, falls () mit ja
beantwortet wird. Damit bleibt L beschridnkt solange () nicht mit Ja be-
antwortet wird. Dann ist aber

j;l" pj(lzl)s jezL 9l. pj(l) < 9n/2+1, peonst - 9n—3
zEB” l=n/2
fiir hinreichend groBes n.

5. Jedes Element aus B’ gelangt irgendwann in B. Jedes Element aus
B’ wird fiir hinreichend groBes n in M3 Element von B”. Wenn anschlieBend
() gemiB 4. mit Ja beantwortet wird, gelangen wir zu M, und konnen
M, —M; nur mit B<BU B” verlassen.

6. BENPA. GemdB 5. und unserer Konstruktion ist z€ B«—12w¢€ A fiir
ein Wort w mit |w| = |z|—1. Das bedeutet B= ltJrP A oder BENPA,

7. M, wird unendlich oft erreicht und mit Ja beantwortet. GemaB 4.
erreichen wir unendlich oft M, mit positiver Antwort auf (). Dann kann
M, —M; nur verlassen werden zu M, oder zu einem neuen Schritt bei gleich-
zeitiger Verringerung von L. L ist aber endlich und kann nur in M, vergroBert
werden. m kann ebenfalls nur bei gleichzeitiger Verringerung von L ver-
groBert werden. Damit bleiben L und m beschrédnkt, solange M, nicht po-
sitiv beantwortet wird, was aber dann fiir hinreichend groBes n stets der
Fall ist.

8. Bei positiver Antwort auf M, existiert stets ein Wort z mit

|2| = nund 1z-{0, 1}*~1c M.

Wir zéhlen die Worter der Lange 2n, die bis zum entsprechenden Teilschritt
aus M entfernt werden konnten. Wegen n>m/2 wurde kein Wort dieser Lénge
im Fall ¢) von My entfernt. In den Teilschritten vor My wurden bisher ins-
gesamt hochstens so viele Worter aus M entfernt, wie wéhrend den ersten
akzeptierende Berechnungen von NEL4 auf x mit maximal [ Schritten als
Orakelfragen vorkommen konnten, wobei |cod (j, x, [)| <2". Gem&B 1. und
n>T7sind das weniger als - 27/4. 274 = . 2n/2 < 2n=1 Worter. In allen bisheri-
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n
gen. Teilschritten My wurden weniger als > 2k=3 <27~2 Worter der Ldnge 2n

k=8
n—1

aus M entfernt und in allen bisherigen Teilschritten M, weniger als 3! 2¢=2<

k=8
<2n-2 derartige Worter. Insgesamt wurden also weniger als 2" Worter der
Lédnge 2n aus M entfernt. Da es genau 2" Mengen der Gestalt 12-{0, 1}*—1
mit |z| = n gibt, muB wenigstens eine derartige Menge als Teilmenge von
M verbleiben. Nach Fixierung eines entsprechenden Wortes z werden noch-
mals weniger als 27~2 Worter aus M entfernt, und es muB wenigstens ein
Wort 1zw mit |w| = n—1 in M verbleiben.

9. Aus 7. folgt, daB jeder Index i irgendwann ein Element von L wird.

10. B ist unendlich. Nehmen wir das Gegenteil an, so heiBt das, daB ab
einem gewissen Schritt n, die Frage in M, nach einem Index j€L mit
2€Acc(P4) nur noch mit ja beantwortet w;rd wobei die entsprechenden
Indizes aus L entfernt werden. Damit bleibt die Anzahl von L beschrénkt.
Andererseits gibt es unendlich viele Indizes j mit Acc(P£) = @, und diese
Indizes werden nie aus L entfernt. Zusammen mit 9. folgt die Unbesch-
rénktheit der Anzahl von L. Damit mu8 B unendlich sein.

11. Wird j jemals aus L entfernt, so ist Acc(P4)& B. Dies folgt aus den
Konstruktionsschritten M, und Fall ¢ ) gemaB des dort gegebenen
Kommentars.

12. Keine unendliche Teilmenge von B ist in PA. Angenommen,
es gibt i mit Acc(Pf)SB und Acc(PA) unendlich. Wir betrachten das
kleinste derartige i. GemdB 9. und 11. ist dieses i ab einem ge-
wissen Schritt n; stets in L. Dann kann nach dem Schritt n; kein z€ Acc(P#)
in einem Teilschritt M, zu B kommen. D.h. Acc(P{) enthélt nur solche Wor-
ter mit Ldngen =n,, die aus B’ iiber B” in B gelangen. Damit existiert
n,=n, derart, daB in jedem Schritt ab n, i€ L’ gilt und fiir jedes j<i ist ent-
weder j¢ L’ oder J bleibt fiir immer in L’ und Acc(P4) ist endlich. Es sei
nun (BUB’),, derjenige Anteil der Menge BUB’, der bis zum Schritt n,
erreicht wurde. Da (BUB’),, endlich und Acc(PA) unendlich ist, existiert
das beziiglich der kanonischen Ordnung kleinste Wort 2 mit zeAcc(P{‘)\
\(BUB’)p,. Dieses z komme in Schritt s>n, erstmals zu B’. Dann miissen
entsprechende Worter der Lange 2. |z| in M;}; sein, und diese erschienen als
Orakelfragen innerhalb von [ Schritten der Arbeit von NELA auf x, wobei
[cod(r, x, [)| =2%. GemdB 1. haben sie eine Lange kleiner als I<2¢4. Dann
ist |2 <29/4-1, Betrachten wir nun den Schritf s—1, so wurde entweder
dieser Schritt vollstandlg ausgefiihrt oder im Fall ¢) von M, iibersprungen.
Im ersten Falle gelangen wir mit j, = i und z, = z im Fall ¢) von Mg zum
Schritt s, weil dort alle Worter bis zur Linge 2(s—1-3Y/4 = 2s/4-1 {iberpriift
wurden. Im zweiten Falle muBte ¢) mit n, = s—1>n erreicht worden sein,
und die Suche wurde bis zur Lange 2¥4~1 wiederholt. Aber dann gelangen
wir ebenfalls mit j, = i und 2, = z zum Schritt s. In beiden Fillen wurde i
aus L entfernt, und gemaB 11. ist Acc(P#)E B im Widerspruch zu unserer
Annahme.

Damit ist der Satz bewiesen. O

7 ANNALES - Sectio Computatorica — Tomus VII.



98 GERHARD LISCHKE

LITERATUR

[1] Baker T., Gill ]J. and Solovay R.: Relativizations of the P = ? NP question. STAM J.
Computing 4 (1975), 431 —442.

[2] Balcdzar J. L.: Separating, strongly separating, and collapsing relativized complexity
classes. In: Proc. MFCS 1984, Praha, Lecture Notes in Computer Science 176.
Springer-Verlag, Berlin — Heidelberg — New York —Tokyo, (1984), 1 —16.

[3] Book R. V.,Wilson C. B. and Xu Mei-rui: Relativizing time, space, and time-space.
SIAM J. Computing 11 (1982), 571 — 581.

[4] Cook S. A.: The complexity of theorem-proving procedures. In: Proc. Third Annual
ACM Symposium on Theory of Computing, 1971, 151 —158.

[5] Garey M. R. and Johnson D. S.: Computers and Intractibility. A Guide to the Theory
of NP-completeness. Freeman, San Francisco, 1979.

[6] Hartmanis J.: On sparse sets in NP —P. Inform. Process. Lett. 16 (2) (1983), 55 — 60.

[7] Hopcroft J. and Ullman J.: Formal Languages and Their Relation to Automata.
Addison-Wesley, Reading (Massachusetts), 1969.

[8] Kurtz S.: On sparse sets in NP —P: Relativization. SIAM J. Computing 14 (1985),
113-119.

[9] Lischke G.: Oracle-constructions to prove all possible relationships between relati-
vizations of P, NP, EL, NEL, EP and NEP. Z. Math. Logik Grundl. Math. 32 (1986),
257 — 270.

[10] Schéning U. and Book R. V.: Immunity. In: Proc. ICALP 1983, Barcelona. Lecture
Notes in Computer Science 154, Springer-Verlag, Berlin — Heidelberg — New York —
Tokyo, 1983, 653 —661.

[11]Wagner K. and Wechsung G.: Computational complexity. VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin, 1986.

[12] Wilson C. B.: Relativization, reducibilities,.and the exponential hierarchy. M. S. the-
sis, University of Toronto, Toronto, 1980.



