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Betrachten wir das Cauchy-Problem:
(1) Y =fxy); xel0;1]
y©0)=yo; ¥ (0)=1y;.
Seien die nachstehenden Bedingungen erfiillt:

1. Die Funktion f(x;y(x);y’(x)) ist r-mal differenzierbahr (d. h. y¢
€Cr+2 [0; 1]).

o2 G —19 (=M (il + =il fir g =13
335 ...7
(fiir ¢ = O siehe [1]), wo f©@ = f;

fo = fOL B0y + 17

Es sei
k 1
X=—; h=—; y=yx); ¥ =y9x),
n n
@=152--r+2);
@r4a () = sup |yD (x) -y (xy)]
|x—x;|=h
1. Die Definition der Spline-Funktion
Definition:
@) Sa(x):= {So (x) ft}r Xo=X=X,
Sp(x) fiir x,=x=x,,,

k=1;2;...;n=1)
wo
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f (x()!yO:yO) +2
So(X):= Yo+ (x— xo>+1§)—W (x —xo)!

Sp ()= 8-y () +Sh-1 (%) - (x—x}) +
+ z’: [P (s Sk—.l (xx); Sk-1 (x4)) ((X—x)i*2.
j=o (+2)
Es ist leicht zu beweisen, daB
Sp—1 () = S (x)
Sk=1 (X)) = S (%)

das heiBt S, (x)€C [0; 1].

2, Probleme der Konvergenz

Das Ziel der Untersuchungen ist die Approximation der Losung des
Cauchy-Problems mit Hilfe der Spline-Funktion. AuBerdem werden wir
zeigen, daB die Spline-Funktion S,(x) Lésung des Cauchy-Problems ist,
wenn n- o (das heiBt h—0).

Zum Beweis benutzen wir oft die nachstehenden Taylor-Formeln, die
sich aus der Bedingung y (x)€ C"+%[0; 1] ergeben:

Y09 =yt v e+ 3 T BT e yias

y(r+2) (&0; k) r
+W'(x—xk) 2,

(r+2) El'
V() =yt ]z;)zj(?_;—w-(x—xk)f+l+_y_(r__*_(l)!_”‘)_(x

(g+) Cay ey ) (r+2)§ .
yerogo = 2 TP gy TTTEm)

_xk)r+1 ,

Xp=X=Xj1,
Xe=<Egqro; k=X
(k=0;1;2;...;n=1)
G=0;1;2;...5r=1).

Definition:
6=y x)-SP (xl; (k=0;1;2;...;n-1)
el =1y @ (x) =S () (4 =051;2;...;r+2).
Lemma 2.1.
hr+2
er1=€ (1 +Cy- M) +Cy-h-ef+ ————- w45 (h)
(r+2)!

fir (k=0;1;2;...;n-1).
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Beweis. Es sei x,=x=x,,, (k=1;2;...;n—2). Dann
17() = S (@) = |Vt Vi (x— xk)+Jzoi%§—’)‘;y—"’ (x—xp*2+
(r+2) ok
+%'(x—xk)r+2_Sk—l(xk)_s;c—l(xk)'(x_xk)_
= JP (4 Simy (X5 Si—1 (1)) Ay Ni+2
A (j +2) N
f(') (xi5 Si=1 (x,); Sie—1 (%)) Sx—x) e
(r+2)!

<€k+€;(-h+

h2 h3 hr+1

Moty [y }
2 3l (r+ 1)

hr+e

( +2)!

O X Vis Vi) = FP (X5 Sim1 (X1); Sk—1 (1)) | =

Y2 (&) — YU+ (x)] +

hr +2
(r+2)!

‘ hr+2
=e,-{1+C;-h}+Coe;-ht————-w, 4, (h).
(r +2)!

Bei x = x,,4,
1Y (Xk+1) =Sk X+ D = 1Y Kig 1) = Sk 1 Kes )| =

, hr+2
= e+ =6 (1 +C1-h2)+C2-ek-h+m-w,+2(h).

Der Beweis kann auch fiir k =0 und k = n—1 ahnlicherweise durch-
gefiihrt werden.

Lemma 2.2,
hr+1
Grr=€L-h+e-(1+L-h)+———-w.,(h)
(r+1)
fir (k=0;1;2;...;n—1), wo L eine Konstante ist.

Beweis. Den Beweis kann man dhnlicherweise durchfiihren, wie beim
Lemma 2.1.

Lemma 2.3.
e}’c+15 C3 eryt+ C4 'hr'wr+2 (h)

fiir (k=0;1;2;...;n—1), wo &, =max{e,; €;; €,; ...; ¢€}; und O=ry=Kk.
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Beweis. Wenden wir das Lemma 2.2. mehrmal an, dann bekommen wir
folgende Ungleichungen:

e;‘Hsek-L-h-ke;-(l+L-h)+%-w,+2(h),
e-(1+L-hy=e,_,-L-h-(1+L-h)+¢_,-(1+L-hyp+
r+1
ey
oy (1+L-hy2=<e,_p-L-h-(1+L-hyp+e_,-(1+L-h)y3+

rw, 49 (h)-(1+L-h),

ey (L

¢,-(1+L-hys<ey-L-h-(1+L-hy+e)-(1+L-hy<++
hr+1

4+ —

(r+1)

Addieren wir diese Ungleichungen, so bekommen wir:

“ w49 (R)-(1+L-h)*,

k
€har=L-he> e;-(14+L-hy—i+ep-(14+L-hy+1+
j=0

2 (R)- S (1 +L-hy
——.wr B + . ]’
ey e 2
, (1+L-hy+1—1 hr+1 (1+L-hk+1—1
(4 SL‘h'er M 'w, h . y
k+1 0 L-h (r+l)' +2( ) L-h
WO &, = max{ey; €;; €,; ...; ¢t und O=ry =<k ist.

Auf Grund der Ungleichung
1 k+1 L\»
(1+L-h)"+1=[l+L-—] s[l+—] =el = const
n . n

bekommen wir das Lemma 2.3.
Lemma 2.4.
er1=€r(1+Cq-h)+Cs5-"*1- 0,4, (h)
fiir k=0;1;2;...;n—1), wo &, =max{e,; &;; &; ...; €} und O=r,<*k.

Beweis. Wenden wir die Lemmata 2.1. und 2.3. an, dann bekommen wir
Lemma 2.4.

Lemma 2.5.
€= Cy-er,+ Cy I 0,4 (h),
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wo €7, = max {ey; €y; €3; . . . ; €x}; O=ry=<k und
er, = max{ey; €;; €y ... €ro—1}; O=ri=ry—1.

Beweis. Lemma 2.5. ergibt sich aus Lemma 2.3.

Lemma 2.6.
ero=<6r,-(1+Cy-h)+Cyo-h" 1w 5 (),

WO €, = max {ey; ;; €,; ...; €}; 0=ro=<k und
e, = max{e,; €;; €55 ... bro—1}; O=ry=ro—1.
Beweis. Aus Lemma 2.1. folgt
ero=€rg—1-(1+Cy;-h?)+Cyp-h-ef_1 +Cy3- B *2-w, 4, (M)=
=e,-(14Cy; h?)+Cyy-h-er,—1+Ci3- W *2- w4, (H).
Aus Lemma 2.5. folgt
€ro-1=Cy- €+ Cy-h . (h),
WO e+ = max {eg; €; €y - - -; r—2}; O=rf=r,—2.
Wenn wir die Ungleichung e s=e,, anwenden, bekommen wir:
€ro—1=Cq-er,+Cq N -w, 4, (h).
Mit Hilfe dieser Ungleichung erhélt man:
ero=<€r,-(1+Cy-h?)+Cpp-h-{Cy e, +Cq- - w, 4, (M)} +
+Cis- 2w o (h)=er, - (1+Cy-h)+Cyg- 1w, 15 (h).
SATZ 2.1.
Cy1=Cy-h-w,  ,(h) fiir (k=0;1;2;...;n-1).
Beweis. Laut Lemma 2.4.:
epr1=6ry-(1+Co-N)+C5-I*1- w0, ,,(h),

WO €, = max {e,; €;; &; - . .; €}; O=ro=<k und (k=0;1;2;...;n—1).
Laut Lemma 2.6.:

ro=er,-(14+Cy-h)+Cyo- W +1-w, 4, (h),
WO ¢, = max {e,; €;; €y; . . .; €ro—1}; O=ry=ro—1,

ery=er,- (1 +CF-h)+CH* - +1. 0, (h),
Wo er, = max {e; €;; &; - - -; er,—1}; O=<ry=r;—1,

ry=ery- (1+CF-h)+CF* I +1. 0, (h),
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WO e, = max {ey; € €y; - - .; €r,—1}; O0=ry=r,—1, und s> weiter, endlich
tr=er,, - (1 CE-R)+CH* T +1. 0o 4, (B),

wo e, = max{e,; e}); O=ro=1, und e, = max{ey} =: ¢,=0.

- Ecs**sei Clc; r}nax [Ce; Cq; CE; C%; .. .5 C*¥} und Cy, = max {Cs; Cyy;
1 » 2 oy

Dann erhalten wir die folgenden Ungleichungen (ahnllch wie im Beweis
des Lemmas 2.3.):

eyr1=€r, (1 +Cyy-h)+Cip-h" 1w, (h),
ero-(1 +Cyy-h)y=er,-(1+Cy1-h)? +Cpp- - w0, o (h)-(14+Cyy - h),
er, (1 +Cyy-hP=er,- (1+Cyy-h)* +Cpp- 71,15 (B) - (1 4Cyy - h)?,

erg-(1+Cyy - h)s+15€r5+1 “(14+Cyy - hp 2+ Crp- 71wy () - (14 Cyy - R

Addieren wir diese Ungleichungen, bekommien wir:

s+1
ek+15€rs+1'(1 +Cp hyP*2+Chp- W1 w5 (H) (1 +Cyy-h),

j=0

+2 __
ek+1_C12 hr+1 w e (h) (1 +C11 h)s
Cll h

r1=Cyy I w15 (h).

SATZ 2.2,
ep1=Ci5-h"-w 45 (h)

flir (k=0;1;2;...;n=1).
Beweis. Aus Lemma 2.3. und SATZ 2.1. folgt SATZ 2.2.

SATZ 2.3.
e§2+9 =Cigq- N w45 (H)

fiir (k=0;1;2;...;n), (g=0;1;2; ...;7).
Beweis.
g2+ = |f@ (X Vi V) — f@ (xk; Si—1(x4); Sk—1 (xk))l =

=M- {ek+e;c}sc.7.6;q'hr' w, 42 (h).
SATZ 2.4.

Y9 (1) = S (@) =K,y 17~ 0,45 (0); (@ = 0;152),
Y2+ (x) = SG+9 (X)] = Kan g 9 0p5a(h); (@ = 1,25 ...).
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Beweis. Es sei x,=x=x,,, (k=0;1;2;...;n—1). Dann
Y2+ (x) - S§+9 (x)| =

r-lza pi . , | ,
=B (05 0= 9 (5 S (0 S () +
=0 J!
r—q
i (r—9) YD (o) = (X S (615 Siema (1) | =

r-1-q pi W (
= Z —'M (exter) +(_— <y (5q+2;k)‘y(r+2) (x| +

= J r—q)!
s ,
+ |y (x) - fO (xk; Si—1 (Xk); Sk—1 (xk))| =
(r—q)

=Ky g W79 w45 (h)
@=0;1;2;...50).

Der andere Teil des Satzes 1Bt sich mit Hilfe der Sdtze 2.1. und 2.2. beweisen.
Wir werden jetzt zeigen, daB die durch (2) definierte Spline-Funktion
das Cauchy-Problem befriedigt, wenn n— « (das heiBt h - 0).

SATZ 2.5. Es sei S, (x) die durch (2) definierte Spline-Funktion und
8% (x):=f((x; Sa(x); Si(x)), ferner f@(x;y;y)eLippy1; (4=0;1;2; .. .;
r). Dann
IS4 (x)—=SE(xX)| =KF-h"- o, 1, (h).
Beweis. Es sei x,=x=x,,, (k=0;1;2;...;n—1). Dann
|87 (x)—S% (x)| = |SK (xX)—f(x; S (¥); Sk ()| =S¥ () —y” ()| +
+1F G559 Sk (%); Sk ()| =Ky b 0,4 (h) +
+M{|y () =S, ()| + [V ()= Sk () }=K5 -1~ w15 ().

Hier mochte ich Herrn Prof. Dr. J. Balazs [2] fiir seine wertvolle Hilfe
meinen Dank ausdriicken.
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