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T. Fawzy definierte in [1] und [2] eine Klasse von Spline-Funktionen
und mit deren Hilfe hat er die numerische Losung des mit y" = f(x; ¥);
x€[0; 1}, ¥(0) = y, gegebenen Cauchy-Problems gegeben. Der Verfasser
gab mit der in [3] definierten Spline-Funktion die numerische Losung des
Y’ = f(x, ¥, ¥); x€[a, b], y(@) = y,; ¥ (a) =y, Cauchy-Problems. In der
vorliegenden Arbeit definieren wir eine Spline-Funktion und mit deren
Hilfe approximieren wir die Ldosung des Cauchy-Problems. Wir werden
zeigen, dass diese Spline-Funktion eine bessere Ndherung gibt, als die in [3]
definiérte Spline-Funktion.

1. Die Definition der Spline-Funktion
Betrachten wir das Cauchy-Problem:
(1) Y’ =fx»Yy); xela,b]
y(@) = yo; y'(@) = ¥g.
Dieses Problem hat eine eindeutige Lésung im Intervall [q, b], wenn die
nachstehenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Die Funktion f(x, y, ') ist stetig
(d.h. y” (x)eCe [a; b))
2. Die Lipschitz-Bedingung ist erfiillt, d.h.
|f(X, Yoy 22) = F (X, Y1y 2) =L (1Ys= 01| + |22 = 21])
WO ¥, ¥a 24, 2, beliebige Variablen sind.
Es sei
b—a b—a

X, = a+k- 7 h= ;
n n

YE) =V V&) =Yy V) =y *k=0;1;2;...;n)
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Definition.
@) S,x): = {So(x) hjr Xo=X=X,

S,(x) fiur x,=x=x,.., Kk=1;2;...;n=1)
wo

So(X): = Yo+ Vo (x—x 0)+fff[” Vot Vo (u—xy)+
+f(x0,y0, y(,J) -(U—XO)2

2 Yo Yo 39 (4 )| e

Si(x) 1 = S 1(xp) + Sp—a(x) - (x —x) +

+fxff[11,11,‘(u), hi(u)] du dt
xk Xk
und
h(x) 1 = Sp_1(X4) + Sk—a(xp) - (X —x,) +
+ S[Xi0 Sk=1(X)s Sk-1(xi)] c(x=x)2. ¥

9

4

Es ist leicht zu beweisen, dass
Sp1(X) = Sulx) (K

Sk-1(i) = Sixi) - (k
das heisst S (x)€ C{a; b].

;n—1)
;n—1)

i
I

2. Problemen der Konvergenz

Das Ziel der Untersuchungen ist die Approximation der Ldsung des
Cauchy-Problems mit Hilfe der durch (2) definierten Spline-Funktion.
Ausserdem wird die Ordnung der Approximation untersucht.

Zum Beweis benutzen wir oft die nachstehenden Taylor-Formeln, die
sich aus der Bedingung y(x)€C? [a; b] ergeben:

V) = it i (x—x,) + L) (5'*’ (XX
wenn

Xpy<E<X=X4y, K(k=0;1;2;...;n=1)

V) = e+ () - (x —Xy)
wern
X<nu<X=Xp,, Kk=0;1;2;..;n=-1)
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Daneben benutzen wir die nachstehenden Zusammenhénge, die sich aus der
Integrierung der (1) Differenzialgleichung ergeben:

Y = yit+ [ flty(0), y'®]dt
XK

V) = Y+ Y Ge=x+ [ [ fl, y), y' ()] du df

X Xp

Xe=X=Xx,,, (*k=0;1;2;...,;n=1)

Definition.
&= Ve =S (X (k=0;1;2;...;n=-1)
=1V =Sk (x| *k=0;1;2;...5n-1)
g/t = W =S¢ ()| (k=0;1;2;...;n=1)
€t = |Vp —Sp_i(xy)]
et = |¥n —Sp-1(xy)]
e = vy =S(x)| . &

Lemma 2.1.

Es sei
X=x=X., (Kk=1;2;...;n-1)
Dann ist

|y() — I ()| = e+ e (X —x1) + —‘,12—-0)2(’1)-(X—xk)2 +%'(x_xk)2'(ek+e;¢)3

/() = B) | = e+ wy(h) - (X =X, + L - (x=X) - (€ + ) »

wo y(x) die Losung des (1) Cauchy-Problems ist, L ist die Lipschitz-Konstante

und
wy(h) = SUP ly () =y (x| - X

|x X]-

Beweis.
1769 — h()| —.yk+yk (x— )+ L8R (*") (X

= Sj—1(Xk) — Si—1(X) - (X — X,) il Sk—l(xzk)’ Sk_x(xk)] (0 —x)? i =

1 = Y= Sx )| + |vi = Sux)| - (x —x) +
R 1Y) — ¥ () + f Ko Vi Vi) = F X0 SilXi)s S]] - (x —x)% =

1
=et+eg-(x— xk)+? wy(h) - (X —X,)? +_ (x—x,)*- L - (e +e€)-

Die zweite Ungleichung ist dhnlicherweise zu beweisen. [X]
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Lemma 2.2.
Ci1=€-(1+C;-h?)+ Cy- - h+ Cy- hP- wy(M)
Cepr=L-e -h-(1+Cy-h)+e - (1+Cy-h)+ Cg- h2- wy(h)
(k=0;1;2; ..., n=1),
wo Cy; Cy; Cy; Cy; Cy; Cq pozitive Konstanten sind. [x]

Beweis.

Es sei
Xp=Xx=X,, Kk=1;2;...;n-1).
Dannt ist:
X t
V@) =S| = |yt Y- =x)+ [ [ Sl y(u), y'@)] duat -

, Xk Xk

= Sp—1(Xi) = Sk—a(xi) - (x = X)) —f f flu, hy(u), hi(u)] du dti =

Xk Xp

seerep Lo [ {1y~ +1y@) - hiw)|} dudt=

Xp Xpe

x t
1
sek+e,’,-h+L-ff{ek+e;-(u—xk)+-2—-wz(h)-(u—x,()2+
Xk Xk
L ’
+—2— . (ek+e;)-(zz—xk)2+e,§+w2(h)~(u—xk)+L-(ek+ek)-(u—xk)} dudt=
2 2
sek-{l +£.h2+L_.h4+L_.h2 +
2 24 6
2 2
ve el B e B + wy(h) - L.huri-/zS].
6 24 2 6 24 6

“~

Bei
X=X, k=1,2;...;n=-2)
V(X4 1) = Sk(hs )| = V(X1 1) = S i(Xpe )| = €=
= (14+C,-h?)+ €11 Cyt Cy- 13- woy(h).
Bei
x =X,
1Y(xp)—Su—1(X)| = ep=€,_1-(1+Cy-h) ey -h-Co+ C3- b3 wy(h) .

Der Beweis kann auch fiir £ = O und fiir die zweite Ungleichung dhnlicher-
weise durchgefiihrt werden. |x|
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Lemma 2.3.
e11=Cq-r, - (14+C,-h)+Cy-h- wy(h)
(k=0;1;2;...; n=1),
wo C,; Cq pozitive Konstanten sind,

e, = max{eg €5 ...;6) und O=ry=k.[X]

Beweis.

Wenden wir die Lemma 2.2. mehrmals an, dann bekommen wir die
folgenden Ungleichungen:

€hpr=L-0,-he(1+Cy-h)+€,-(1+Cy-h)+ Cy- on(h)- h2
- (1+Cg-hy=L-e,_y-h-(1+C,-h)-(1+Cy-h)y+€,_,-(1+C;-h)2+
+Cy - on(h) - h2- (14 Cy - h)
O _y-(1+Cy-hY2=L-e,_p-h-(1+Cy-h)-(1+Cy-hy +€}_y-(1+C;-h)*+
+Cy - wp(h)-h2-(1+ C5- h)?

¢ (14 Cy-hYess Loy - (14 Cy-h)- (1 4+ Cy - hYe+ef - (1 4+ Cy- Y +1 4
+Cy- arglh)- B2 (1 4+ C; - Bt

Addieren wir diese Ungleichungen, so bekommen wir:
k
e;(+15L'h'(l +C4'h)' Z ej'(l +C5'h)k_j+e6'(1 +C5‘h)k+1+
j=0

k

+Co-wp(h)-h2- S (1+Cy- h)

j=0

(G fyi—1
Cs-h

(1 +Cy- hy+1—1

+Cy - cwn(h)-h2- ,
o () C,-h

ekpr=L-h-(1+Cy-h)-er,

wo
e, = max{ey; e; 6; ...;6) und O=ry=k.
Auf Grund der Ungleichung

_ k+1 . _ n
(1 +Cs-hyk+1 = [1 +C5- _b__g.] = [[ +£5_£,._a?_] =¢Cs'(0-a) = const
n n

bekommen wir die Lemma 2.3. [X]
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Lemma 2.4.
err1=¢ro (14 Cy-h)+ Cyo- h*- wy(h)
k=0;1;2; ...; n=1),
wo Cy; C,, pozitive Konstanten sind,
= max{e,; &; €; ...; ¢} und O=ry=k. [X]

ro

Beweis.
Wenden wir die Lemmata 2.2. und 2.3. an, dann bekommen wir Lem-
ma 2.4. [x|

Lemma 2.5.
tro=Cyy-er - (14 Cip- h)+ Cig- h- aon(h)

wo C,;; Ci,; Ci4 positive Konstanten sind,
ef, = max{eg; e1; €s; - .- €} O=r,<k,

e, = max{e,; €; €; ...; bro—1};  O=r=ry—1.[x!

Beweis.
Lemma 2.5. ergibt sich aus Lemma 2.3. [X]

Lemma 2.6.

ero=er - (1+Cyg- M)+ Cy5- 12 an(h)
wo C,,, C,5 positive Konstanten sind,
= max{e,; €;; €s; -..; &}; O=ry=k,

Cry

e, = max{e,; €5 €; ...; €o—1}); O=r=ro—1.[X
Beweis.
Aus Lemma 2.2. folgt
ero=€rg—1-(1 +C15-h?)+Cy;-e70—1-h+Cig- M- (M) =er,- (1 +Cy5- h?) +
+Cy;erp—1-h+C g hPwy(h).
Aus Lemma 2.5. folgt
brp—1=Cyy-erx - (1+Cpy- h)+ Cig-h-ay(h),

er¥ = max{ey; €; €; .. .; €rg_2}.
Wenn wir die Ungleichung e-* <e¢, anwenden, bekommen wir:
ero-1=Cyy-er - (14 Cpp h)+ Cog- - aonfh) .
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Mit Hilfe dieser Ungleichung bekommt man:
ero=€r (1 4+Cis- 1?)+Cpy- - {Cpy-r - (1 + Cpy- h)+ Cyy- h- wp(B)} +
+Cig- 12 an(h),
ero=er - (1+Cyy-h)+Cys-h* - wy(h) . ¥

SATZ 2.1.
Ox1=Cig-h-wy(h)
fiir
(k=0;1;2;....n=1),
wo -
o) = sup_ 1) =yl - Xl
Beweis.

Laut Lemma2.4.:
Ces1=Cr (1 +Cg-h)+Cyg- h%-mp(h),
wo
e, = max{e,; €; ...; ¢} O=ry=k,
und
(k=0;1;2;...;n—=1).
Laut Lemma 2.6.
ro=€r,-(14+Cp4-h)+Cy5-h%- wy(h),

wo
e, = max{ey; €; . ..; ,—1); O=ri=ry—1,
ery=6r,- (1 4+ C¥-h)+ C¥*-h2. wy(h),
wo
er, = max{e,; 6 ...; 6 —1); O=ry=n-1,
ery=6r,-(1+C¥-h)+ CF*-h2-wy(h),
wo

e, = max{e,; €; .. .; €r—1); O=ra=r,—1
und so weiter, endlich ergibt sich
erg=erg, (14 C¥-h)+ C¥*-h*- my(h),

WO
¢y = max{e,; ) und e, = max{e} =0.
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Es sei
Cyo = max{Cy; Cy; C¥; C¥; ...; C¥}

und
Cy; = max{Cyy; Cys; C¥*; C¥*; ... ; C¥*}.

Dann bekommen wir die folgenden Ungleichungen (&hnlicherweise,
wie im Beweis der Lemma 2.3.):

Ces1=Cry* (14 Cog-N)+ Cyy - h?- eoy(h)
ery- (1 4+ Coo-M)y=tr, - (1+ Cog - h)?+ Cyy - - 00() - (1 + Cy - h)
ery (14 Cyg - M)? =ty - (14 Coq - h)*+ Coy - h2- wog(h) - (1 + Cpo - )2,

erg-(1 +Cgo~h)s+1.se,sﬂ (1 4+Chg- h)s+2+Cyy - 2 wp(h) - (1 + Cyy - H)s*1.
Addieren wir diese Ungleichungen, bekommen wir:
(1 +C20'h)s+2— 1

1= Crgyy (1 +Cog h)**2+Cyy - 2 cwy(h) - )
Coo-h
efs1=Cro- M- wy(h). [x]
SATZ 2.2,
€1 = Co - h- coy(h)
fiir
(k=0;1;2; ...;n=1). [x
Beweis.

Wenden wir die Lemma 2.3. und SATZ 2.1. an, dann bekommen wir
SATZ 2.2. [x]

SATZ 2.3.
e’ = Cy3-h- wy(h)
fiir
(k=0;1;2;...;n).
Beweis.

Fir k=1;2;...;n-1
e’ = |y (x)—Sg ()| = 1y (x) — f (i lx,), Bifx,)) | =
= 1y () = (X Si—1(xp), Ska(x]| =
= [f(X Yio i) — F[ X1 Silxi)s Silxi)]| =
=L {1y Sux)| + [¥k— Silxi) [} = Cag - h - wp(h) .
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Fiir k = n:

en = 1Y (%p) = Sn_1i(n)| = Y5 = FXns Bama(n), My a(x0)]] =
= 1S Gt Y Y1) = F %0 Bams(Xn)s B 1 ()1 =
= L-A{lyn—hoea(X)| + 1yn = Bnoa(Xp) 1} =

:L.{

_ f[xn—l’ Sn—l(xn—l)’ S;l—l(xn—l)l . h?
2

Voo1 +Yir- h+—y—% RN S S W

+

| Vn-1+ Y Mpor)- h=S, (X, ) —
(

— ne1s SmeaCinet)s /)] - }}s

h2
2
— [Xn—1 Sn—1(Xn-1)s Sh—a(Xn-D)I +en_y + - | Y (1) = Y (Xp-1) | +

A1 Cnets Vet V1) = X1 Smca(n) s;_1<x,._1)1|}s

4 , ’7 hz ’
=L- {en—1+en—1' h+ * ‘y (‘Sn—l) ~Yne1 +? * ‘f(xn—li Yn—-1 yn—l)—

, h? h2
=L. {en—1+en—1'h+_2"w2(h) +_2_’L'[|Yn—1_sn—-1(xn—1)| +
+ Yr-1=Sn-1(a- DI+ en_ 1+ h- wy(h) +
1L [Ys = Sacaa)| + Yoo = ShrGa ] }s

=Cpy-h- (). [X]
SATZ 2.4.
[y(x) = Sa(x) | =K - h- wy(h),
[y'(x) = Su(x)| =Ky - h-wy(h),
|y”(x) = Sax)| =K, - h- wy(h),

wo y(x) die Losung des (1) Cauchy-Problems, S(x) die in (2) definierte Spline-
Funktion sind, und K,; Ky; Ky die Konstanten sind und

o) = _sup V) —-y )l

6 ANNALES Sectio Computatorica — Tomus 111.
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Beweis.

Wenden wir die Sdtze 2.1. und 2.2., Lemma 2.1. und die Ungleichungen

L L2 L2
xX)—-S,(x)| =e, |1 +— -2+ — -h*+— R3]+
[y(x) KX)| =ey [ 5 24 6 ]

3 2
+e,-|h+ .{f_..hil_;r .l:__./14+_!‘_._.h2+.L_\.h3 +
6 24 2 6

L L
+ wo(h) - | —=--ht+ = b3,
w,(h) [24 R ]

)

, , L2 L2
V)=S0 exe (Lo h o ¢

3 2
+g;‘.[]+£.h2+L_.h3+L.h+L_.h2 + wy(h)- _L,.h3+_L_.h2],
2 6 2 6 2

Y7 ()= S (x) | = L -{[y() — y(x) [ + 1y () — hi(x) [}

an, dann bekommen wir SATZ 2.4. [x]

Wir werden im SATZ 2.5. zeigen, dass die durch (2) definierte Spline-
Funktion die Differentialgleichung v = f(x, v, y") befriedigt, wenn n—
(das heisst h—~0).

SATZ 2.5.
Es sei S(x) die durch (2) definierte Spline-Funktion und

SH(x): = f(x, SAx), Si(x)),

ferner
f(x, v, v)€eLip, 1.
Dann ist
|S7(x)— SZ(x)| = Ky hi- wy(h)
wo -
mg(h) = sup [y7(x)—y"(x))] . x|
|x=x1|=h
Beweis.

Wenden wir den SATZ 2.4. und die Bedingung feLip, 1 an, dann be-
kommen wir den SATZ 2.5.

Es sei

Xy=X=X4,, *k=12 ...,n=1).
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Dann ist
1S7(x)=S3X)| = S¢'(X)—fx, Sk (x), Si¥)]1 =
=[S @) =y () + 1 f[x, ¥ (), Y )= flx, Si(x), S0 =
=Ky o)+ L-{[y(x) = Si(X) [ + [y (X) = Si(X) [} = Kg- h - con(h) .
Der Beweis kann auch fiir ¥ = 0 dhnlicherweise durchgefiihrt werden. x|
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