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�����	� ������ �����	� ��	����	�� ��� ��	����	 �� �����	���� ���	�� ��
���	� ��� 	�� �� �� �� �� m ��	������� �	����� ����  ��	� ≤ n �	�
������� �� n� �� ��	������� ��� �� ��� �	����� m �	� ��	���� �� ������
���	
������

�� ����	���
�� ��	 ���
���
��

���  ��)����� ������� m	 *����� +�,����! -"./ ���������� �,� ���,�����
0�������

�"1"� n !→ ϕm(n) := n
∏
p|n

(
1− m

p

)
,

2,��, �����!���) 3�!��4) ������� 0������� ϕ = ϕ11 5� ��)����� �,� 0�� m
)�!!�� �,� !! ����� 0����) �0 n > 1	 �,��� �6�)� ϕm(n)��� )��) �0m ���)��7
����� �������) �� �,� ������! [1, n) ��, �0 2,��, ����� ��!����!� ������� �� n1
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��������	 
�� n ≥ 2	 �� ��� ϕm(n) = 0 �
	 �� ���� �
	 m ��  ����� ������� �
 n�
����� ϕm �� �������������	 �� ����� ��� ������������������� ���������	 �� ���
���

� �!" ϕm(n) = n
∑
d|n

μ(d)

d
mω(d),

����� ω(d) ������ ��� ������ �
 �������� ����� �������� �
 d �� μ �� ��� �#����
μ$
�������	 ����	 μ(d) = (−1)ω(d) 
�� �%���$
��� n	 �� μ(d) = 0 ����������

&� ����� ��� ��� ���� �� '���� ���� ��������(� 
������� �� ��� ��$
������� )����� �������� ��  *���� ���������� �
 ���  +�� �������
� �,�$ �+-". �� �������� ��� �������� �� /����� ���� 0���1� �� 2����" ��
 �3�� 4�� 
������� �� ���� �� 5�����' 6���� 7����� 8+9 �� ��� ������� �

���� �%����� ���� ��������	 ��������(� 
������� ������ �� 
������ ���$
������� ���%��� �� ������ ������� ����� 8!9 �� :���� 5�
��� 4� ��� �������
��� ������� �
 ��� ������� �
 ��������(� 
������� 8�9� ;������ ��
������� ��
ϕm(n) �� �� 
���� �� ��� 4�����' �
 6����� <�����	 ���� && 8 �9�

&� ���� ���� �� ����� ������ ��������� 
������ 
�� ��������(� 
�������
ϕm(n) ���� ������� �� n �� m� &� ����� ��� ��� ��� �������� ��� ����� 
��
������� ����� �
 m� &�����	 ������� δm ���� δ = ±1 ��� m ∈ N �� ����� 	

m ��	�� �� ���

����� ϕδm(n) = n
∏
p|n

(
1− δ

m

p

)
= n

∑
d|n

μ(d)

d
(δm)ω(d),

����� ����������� ����� ��� ������ ������������ ��� 	������� �������	� �� �����
���	 ���� ϕm ���� � �	���	������ m �������� � 
!����	�� "���	!� �!�� �#	��
$!��� � 
�� 	
 	!� �����������	�� ��� �� �%������ �	 ��� ���� ����� m �� �	�
����������& �� ��������

'�� ���� �	�� 	!� ���� ���!����

������� ���� ��� ��������� m ∈ Z\{0}	 �
 N → ∞	∑
1≤n≤N

ϕm(n) =
1
2

∏
p

(
1− m

p2

)
·N2 +O

(
N
(logN)|m|

|m|!

)
.

�� ���� ��� �
 ������� ��� ��� m ���� � ������� ������� �������� ��

[−R,R] \ {0, 22, 32, 52, 72, 112, . . .}	 ��� ��� R > 0�

(	� m = 0 ��� �%��� ������� 
	��!��∑
1≤n≤N

ϕ0(n) =
∑

1≤n≤N
n = 1

2N(N + 1).

�� �����) ��� ����� ���� ���� ������� ��� ��&���	��� 
	��!�� 	
 ��� ���	����
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��� � �	
��� m = p2 �� � ���� ��� ���� ���� �������� ��� ��� ���������

����
�� ���
��� �� �� ����� ��������� ���� ��������� �� ���
������� �� ���

��
�� ������ ����� ��� ���������� ��
∑
1≤n≤N ϕm(n) ��� m = 1, 32, 2 · 5 ���
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	��� ��
� �� ������
 �	�� ����	��� �� ��� 	�

�� �	���� ������
 � m = 10� ��� �� ������� ����� 	
 ������ � m = 9�

������� ��	� ��� �	�
 n ∈ N� �� η �� �� ���������� ������ �� n (�� ��
����

�� n)� ���� �� ���� ∑
1≤m<M

ϕm(n) = nP (M)

��� � ���������� P ∈ Q[X] �� 
����� ω(η) + 1 ����� ��

P (X) = −1 +X +
∑

0≤k≤ω(η)
ckX

k+1,

�����

ck =
∑
d|n

ω(d)≥max{1,k}

μ(d)

d

(
ω(d)

ω(d)− k

)
Bω(d)−k
k + 1

,

����� �� ��������� ������� Bj ��� ��������� 
����
 ��

x

exp(x)− 1
=
∑
j≥0

Bj
xj

j!
= 1− 1

2
x+

1

6
x2 − 1

30
x4 ± . . . .

��� ∑
−M<m≤−1

ϕm(n) = nQ(M),
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 �	� �� � ���������

��� ���������	 �
 ��� ��������� Q ∈ Q[X] ��� �� ������� �� � 	������ �� ��

���	� �
 P (X) � ��������� μ(d) ���� (−1)ω(d)μ(d)�
��������� ��� ����� ��� ϕ0(n) = n�

∑
−M<m<M

ϕm(n) = n

⎛⎝−1 + 2M + 2
∑

0≤k≤ω(η)
dkM

k+1

⎞⎠ ,

�����

dk =
∑
d|n,

ω(d)≥max{1,k},
ω(d): ����

μ(d)

d

(
ω(d)

ω(d)− k

)
Bω(d)−k
k + 1

.

�� ���� 	
� ���� � 	
��� 	
����� �� 	
� ���	 	� ���	���� �
� ���	

���	�� ����� ��	
 ���������� �����	� �� 	
� ��������� � ϕm(n)� �� ���
���	�� � ��� ��	���� ���	 	
� �����
��	 ������ ������	�� ��	
 ϕm(n) �����
��������� �� ������

�� ��� �����	� 
��� ������ �� n ������ �� ������� ����

�� ���� 	
� �������� �� ������� 		���	 ����	��  	
� ���� m = 1! 	
�	
��� �� ���� �� ���" 	��	�#�  ���� $�%!� &����  ��'!( �� )��∑

n≤N
ϕm(n) =

∑
bd≤N

bμ(d)mω(d) =
∑
d≤N

μ(d)mω(d)
∑
b≤N/d

b =

=
1

2
N2
∑
d≤N

μ(d)

d2
mω(d) +O

⎛⎝N
∑
d≤N

|m|ω(d)
d

⎞⎠ .

 '��!

*� ���� � 2ω(z) ≤ d(z) �� z ∈ N( ����� mω(z) ≤ d(z)logm/ log 2 � zε( �
���
z !→ d(z) =

∑
d|z 1 ���	�� 	
� ������ ����	��+ 	
� ���� 	��� 
��� �� � ��,�

N1+ε� -�����( ��	
 � ��		�� ��� �.�	( �� ��� ��
���� � ����
	�" ��		�� ����
	����

/� 	
�� ��� �� ��� � �����	 � 0	�� 1������ $�2%( �����" 	
�	

 '�'! Az(x) :=
∑
d≤x

zω(d) = c(z)x(log x)z−1 +O
(
x(log x)Re z−2

)
,

�
��� z �� � ������ ������ ��� c(z) �� 	
� ����� �����	

c(z) =
1

Γ(z)

∏
p

(
1 +

z

p− 1

)(
1− 1

p

)z
.



���������� 	
����� ���

��� ����� ���	 
� ��� 
� ��
���	 ��� |z| ≤ R �
�� ��� R > 0 ��� ��� �����
������� ������ ���� ��� ��
	��� 
� ���������� ����������� ��� ���� ��� �����  !"
�� #����� $������� %�� ��� ����� ������� �� ������� ���� c(1) = 1 ��� ���
z = |m| ∈ N 
� �������

c(|m|+ 1)
c(|m|) =

Γ(|m|)
Γ(|m|+ 1)

∏
p

p+ |m|
p+ |m| − 1

p− 1

p
≤ 1

m
,

�����

c(|m|) ≤ 1

(|m| − 1)!
.

&� ����
�� ��		��
�� �� ���� ���

∑
d≤N

|m|ω(d)
d

= A|m|(N)N−1 +

N∫
1

A|m|(x)
�'

x2
� (logN)|m|

(|m|)! .

(� ����
��� �� ���
�� ����∑
d≤N

μ(d)

d2
mω(d) =

∑
d≥1

μ(d)

d2
mω(d) −

∑
d>N

μ(d)

d2
mω(d).

)����
�� ���� 	��� ����
�� ��		��
�� 
� ��	�
���
�� �
�� ��� �
���� 
� �
�
	
��� ����
��

∑
N<d≤M

|m|ω(d)
d2

� N−1
(logN)|m|−1

(|m| − 1)!
+

M∫
N

(log x)|m|−1

(|m| − 1)!

�'

x2
�

� N−1
(logN)|m|−1

(|m| − 1)!
.

&� ����
�� M → ∞* �� ���∑
d≤N

μ(d)

d2
mω(d) =

∏
p

(
1− m

p2

)
+O

(
N−1

(logN)|m|−1

(|m| − 1)!

)
.

+����
���
�� ��
� 
� ���� 
	��
�� ��� �����	��� �� ������	 ���� (� ��	���
���� ��� 	�
� ���	 ���
���� ���� m 
� � �,���� �� � ��
	�* ����� ��
� �
	
��
��� ��
���	
�� �� ��� ���
	��� �
�� ������� �� m�

��� ���� ����� ���	 ��� �����-� ���
��� �����
�� �� ��� ��� ���� �
��� �� �
	����� ��� �� )����� (��.�/  �0"* ��
�� �������� ���
	���� ��� �'������
��
��	�1 ∑

n≤N
ϕ(n) =

3

π2
N2 +O(N(logN)

2
3 (log logN)δ).
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�����	 
������ δ = 4
3 � ��� ��� ������� ��������� 
� ��� ����
�� �
������

�� ���� 
������ δ = 1
3 �  
� ����� �������� �
� � �
�� ������� !���� 
�

�������! ���!�
��� �� ����� �
 "��� #�	�$ ��%�� &� ��� !��� 
� ϕm(n)� ��
���
� ���� O(N) � �'
����� ��!� ϕm(N) = N −m ∼ N �
� '��� N �

�� ��� �����	� 
��� ������ �� m ������ �� ������� ����

&� � �
� �(!��� �
 !
�'��� ��� ����)*���� 
� ϕm(n) ��� ���'�!� �
 m
�+'�!��,�  
� ��� '��'
��� �� ����!� ��
� -���. ����� �
� �+�� n�

∑
1≤m<M

ϕm(n) = n
∑
d|n

μ(d)

d

∑
1≤m<M

mω(d)

��� ∑
−M<m≤−1

ϕm(n) = n
∑
d|n

μ(d)

d

∑
1≤m<M

(−m)ω(d)

/�+� �� ��� � !����!�� ������ ��� �
 0
����  �������� -��!� � �
�� ���������
� ���
 ��������� �� -0�!
�. 1���
���2� �
�����.� ���'� �� �
���� *���
�

-���.
∑

1≤m<M
mω =

∑
0≤j≤ω

(
ω

j

)
Bj

ω + 1− j
Mω+1−j ,

*��� 
��, �
� ω ≥ 13 � '�

� !�� �� �
��� � �%�� �
� ���
�!�� ������ �� �����
�
 �4�� ���!��

∑
1≤m<M

ϕm(n) = n
∑
d|n

ω(d)≥1

μ(d)

d

∑
0≤j≤ω(d)

(
ω(d)

j

)
×-���.

× Bj
ω(d) + 1− j

Mω(d)+1−j + n(M − 1)

��� ∑
−M<m≤−1

ϕm(n) = n
∑
d|n

ω(d)≥1

μ(d)

d

∑
0≤j≤ω(d)

(−1)ω(d)
(
ω(d)

j

)
×

× Bj
ω(d) + 1− j

Mω(d)+1−j + n(M − 1),

����� ��� ���� ���� ������� ��
� ��
�� d �����,�� ω(d) = 0�



���������� 	
����� ���

�������	 
� η 
� ��� ��������� ������ �� n ��� ������� �� n�� ���� �
η =

∏
p|n p� �� ������ ���� ω(η) ≥ ω(d) ��� ��� ������ d �� n ���� μ(d) 
= 0�

��� ���������	 ��� ���� ���� ������� ��������� k = ω(d)− j� �� �
����∑
1≤m<M

ϕm(n) = n
∑

0≤k≤ω(η)

∑
d|n
ω(d)
≥max{1,k}

μ(d)

d

(
ω(d)

ω(d)− k

)
Bω(d)−k
k + 1

Mk+1 +

+ n(M − 1)

��� �������� ��� ��	����� m�  ����	 ��� ��� �� ��� �����!������	 ��� ���
m = 0 ����� ������� ��"� �

�� ����� �	
 ��� 
���
	��

#�$� �� ���� ��� �����	� �� ��� ����!����� �� %�������& �������� ����
��!��� �� m� '� (�� �
���� ��� ��� !���� !���� pα ���� �������� m > p�
�� ����

1

ϕm(pα)
= − 1

mpα−1 − pα
= − 1

mpα−1
· 1

1− p
m

= − 1

mpα−1

(
1 +O

(
1

m

))
.

%���� ϕm(n) � �����!�������� ���� ��!��� �� n� ������	 n = pα11 pα22 · · · pαkk ����
p1 < p2 < . . . < pk� α1, . . . , αk ≥ 1� k ∈ N� �� ��� ������ ����

∑
pk<m≤M

1

ϕm(n)
=

∑
pk<m≤M

k∏
i=1

1

ϕm(p
αi
i )

=

=
∑

pk<m≤M

k∏
i=1

(
−1

mpαi−1i

+O

(
1

m2

))
=

=
∑

pk<m≤M

(
k∏
i=1

−pi
mpαii

+O

(
1

m3

))
=

=
∑

pk<m≤M

(−1)kp1 · · · pk
mkn

+O

(
1

p2k

)
.

)���� ��� k = 1� ���� � ���� n �� ���� ��� !���� ������ p1�∑
p1<m≤M

1

ϕm(n)
∼ −p1

n
logM.

*�� k ≥ 2� �������� ��� ����+����� ������ 
� !������� �� ��� � ��!�� �����
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��� ��	 
�	�
�	 ��� �	��	�� �� n 	 
�
�� ����� �
��
��� ��� �	���� ���
��	 �
�	 �� ���	��� ����	�� ��������� �����	 ��	 ��
����
� �
�	 ��	�	� ϕm(n)
�
����	� �� 
�� ���! �� m �� 
 ���"	 �
���� �� n� #��� ��� 
 ���"	 ��"$	� m 
	 ������	� ∑

n≤N
m�n

1

ϕm(n)
.

%	
����	 ��� 
�! ���&���"	 m 	 �
� ������	�∑
n≤N

1

ϕm(n)
.

'	�	 ��� m > 0 	 ������	� ��	 ��" �� 
 "��	 �	�	�
� ����	(� ��
� ��∑
n≤N

gcd(n,m)=1

1

ϕm(n)

��� 
�! m ∈ N 
� N → ∞�

#
���� ���� 
������ ��	 "��������
�����! �� ϕm(n) ��� �	��	�� �� n 	 )��

*���+
1

ϕm(n)
=
1

n

∏
p|n

p

p−m
=
1

n

∏
p|n

(
1 +

m

p−m

)
=
1

n

∑
d|n

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d).

��� �����"	 n 
�� m ∑
n≤N

gcd(n,m)=1

1

ϕm(n)
=

∑
n≤N

gcd(n,m)=1

1

n

∑
d|n

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d) =

=
∑
d≤N

gcd(d,m)=1

μ(d)2

d

mω(d)

ϕm(d)

∑
b≤N/d

gcd(b,m)=1

1

b
.

��� ��	 ���	� ��" 	 �
�	∑
n≤X

gcd(n,m)=1

1

n
=

∑
a mod m
gcd(a,m)=1

∑
n≤X

n≡a mod m

1

n
∼ logX

m

∑
b mod m
gcd(b,m)=1

1 =
logX

m
ϕ(m),

�	�	 	 �
�	 ��	� ��	 	�� ���� 
�!"������ ���"��
∑
n≤x

1

n
= log x+O(1).
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���� �	
�� �∑
n≤N

gcd(n,m)=1

1

ϕm(n)
∼ ϕ(m)

m
(logN)

∑
d≤N

gcd(d,m)=1

μ(d)2

d

mω(d)

ϕm(d)
∼

∼
∏
p|m

(
1− 1

p

)∏
p�m

(
1 +

m

p(p−m)

)
· logN

���� ��	���

������� ��	� ��� ���� m ∈ N� 	
 N → ∞�∑
n≤N

gcd(n,m)=1

1

ϕm(n)
∼ Π logN,

����� Π 
 	 ���������� ����� �������

Π =
∏
p|m

(
1− 1

p

)∏
p�m

(
1 +

m

p(p−m)

)
.
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��	� �� 
 ��	 �	�	�
� ��	�	� ��	 � �	��
�������	 �����

��	� m ≤ 0� 
�
�� ����� ������∑
n≤N

1

ϕm(n)
=

∑
n≤N

1

n

∑
d|n

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d) =

∑
d≤N

1

d

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d)

∑
b≤N/d

1

b
=

=
∑
d≤N

1

d

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d)

(
log

N

d
+O(1)

)
.
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�� �	�� � 
� ��"���	 �	��	� 
��
����� �����#���
��$���% ���� ��$	�

∑
n≤N

1

ϕm(n)
=

( ∞∑
d=1

1

d

μ(d)2

ϕm(d)
mω(d)

)
logN +O

(∑
d>N

1

d

|m|ω(d)
|ϕm(d)|

logN

)
+

+ O

⎛⎝∑
d≤N

log d

d

|m|ω(d)
|ϕm(d)|

⎞⎠ ∼

∼
∏
p

(
1 +

m

p(p−m)

)
· logN.
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� ���

∞∑
n=1

ϕ(n)

ns
= ζ(s− 1)

∏
p

(
1− 1

ps

)
=

ζ(s− 1)

ζ(s)
.

��� Re(s) > 2�

��� m ∈ Z �	 ��	���� � �����!�������� � �	� �	 ���� ���


∞∑
n=1

ϕm(n)

ns
=

∏
p

(
1 +

∞∑
α=1

ϕm(p
α)p−αs

)
="#��$

=
∏
p

(
1 +

∞∑
α=1

(
1− m

p

)
pα(1−s)

)
=

= ζ(s− 1)
∏
p

(
1− m

ps

)
,


���� ��	 ����� �� Re (s) > 2� %��� ��� �	 ���� �����	� ��� !������∏
p

(
1− m

ps

)
�� �������� ��	�����	� ��� 	 &'�� m�

������� 
� 	��� ��� s = 2 ����� ���� �� ��� !��� �� ζ(s − 1) 	� !!� �	�
(����	�� ������� ��� ������� �� ���� ���� 
����  ���� ��� ��	 ���� �	 )��*
���� ���� )��� � �'!��	 
� 
� ��� ��� !���� �+���� ����	��	� ���
������� �	 )������ ��� � ��� ��	 ���� �� ��� � �!����� �������

�� ��	��	�� ��� ���������	 �	 ��� �����	 Re(s) > 2� ���	 m = 0� 
�
��� ∞∑

n=1

ϕ0(n)

ns
= ζ(s− 1),


���� ��  ��	��� ,���		 -�� ��	����	 ������� � �	� �� ��� ������ .�
����
���� �� ������ ��	�� ϕ0(n) = n�

���	 m = −1� 
� ���
∞∑
n=1

ϕ−1(n)
ns

= ζ(s− 1)
∏
p

(
1 +

1

ps

)
= ζ(s− 1)

ζ(s)

ζ(2s)
=

= ζ(s− 1)

( ∞∑
n=1

λ(n)

ns

)−1
,


���� λ(n) �� ��� /�������� ��	����	�
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� ϕm(n)� ���� 
� ���� �
� �
���� m�

|ϕm(n)| = n
∏
p|n

∣∣∣∣1− m

p

∣∣∣∣ ≤ n
∏
p|n
p<m

m

p
≤ n ·mπ(m),

����� π(m) ����	
 	�� ������ � �����
 p ≤ m� �� ���� � ���������� ��	

����	 	�� ��
	����	��� � �����
 �� ������

|ϕm(n)| ≤ n · exp((1 + ε)m)

�� ����� ��
�	��� ε� � m �
 ����	���� �������� 	���

ϕm(n) = n
∏
p|n

(
1 +

|m|
p

)
≤ n

(
1 +

|m||
2

)ω(n)
.

���� ���� �������  ��!"� �� ����

1 ≤ ω(n) ≤ log n

log log n

(
1 +O

(
1

log log n

))
, n ≥ 3.

#� ��	� 	��	 ω(1) = 0 ��� ω(2) = 1� ���
 �� ������ �	

|ϕm(n)| ≤ n
1+O

(
log(1+ |m|

2 )
log logn

)
.

��� ����� �����
 �� |ϕm(n)| 
��� 	��	 	�� ����� 	��� �� ��	����� �

�������� ���
� 	� ��	�����

�������� �� ������ 	��	 ���	��� ��������$�	��� � 	�� %����&
 	�	���	 ����
	��� ϕ(n) ��
 ���� ���
������ �� '��	�� (���� �	 ��� �� " �� 	����� 	�� k�	�
����� � n ��� p ��	� m = 1 �� 	�� ��)��	��� *���+� 	��	 �


nk
∏
p|n

(
1− 1

pk

)
.
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