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Résumé. Un entier naturel plus grand que 1 est dit y-friable, y réel,
si tous ses facteurs premiers n’excédent pas y. Dans ce travail, nous
nous intéressons aux estimations de moyennes sur les entiers friables

de la fonction fy4(n) = ﬁ S g(d)f(d), on h = g=1, f et g ap-
d/n

partiennent & une classe S contenant I’ensemble {M7 n ,“g(""l)}, ol
n w(n) n

p(n,l) =nll,,, (1 + %) , 1 > 2. Nous utilisons deux approches, 'une élé-
mentaire et Pautre analytique. Nous montrons que la fonction Sy, (z,y) =
= D n<a,p(n)<y fo(n) est proportionnelle & la fonction sommatoire des
entiers sans facteurs carrés et y-friables. Cette étude généralise celle de
J.M. De Koninck et J. Grah pour la fonction f,2 et celle de M. Naimi pour
la moyenne sur les entiers friables de la fonction p%f.

Mots clés : Fonctions moyennes, valeurs moyennes, entiers sans facteur
carré, entiers friables.

Abstract. A natural number greater than 1 is said to be y—smooth, y
real, if all its prime factors do not exceed y. In this work, we are in-
terested in the estimates of means on integers free of Prime factors ~y
of the function f4(n) = ﬁ Z/: g(d)f(d), where h = g1, f and g be-
d/n
G<:L) , =P, M}, where function
m w(n) n
Sta(@,y) = 22, <0 p(n)<y fo(n) is proportional to the summation function
of integers without square factors and y-smooth. This study generalizes
that by J.M. De Koninck and J. Grah for the function f,> and that of

M. Naimi for the mean over the friable integers of the function p?f.

long to a class S containing the set {

Key words and phrases: Mean functions, mean values, integers without a squared factor,
integers without large prime factors.
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1. Introduction

Soit P(n) le plus grand facteur premier de l'entier n > 1 et convenons que
P(1) = 1. L’étude de P'ensemble S(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas
x, autrement dit des entiers n tels que P(n) < y et n < z, s’avére capitale en
théorie analytique des nombres. Par différentes méthodes, la fonction ¥(x,y) =
= |S(z,y)| a été étudiée de maniére approfondie par de nombreux auteurs. Une
synthése sur ce sujet est rédigée par A. Hildebrand et G. Tenenbaum [6]. Par
exemple, la proposition 1.1 utile pour la suite est due a A. Hildebrand [5].

Proposition 1.1. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y satisfaisant,
5
exp{(loglogz)3*°} <y <z

(L) bo) = pluge {1+, (L)}

logy

log x

ot p est la fonction de Dickman [5, 6] et u = {520

Cette fonction p est définie par I’équation aux différences suivante :

up'(u) = —p(u—1) (u>1),
(1.2) plu)=1 (0<u<1),
p(u) =0 (u<0)

Elle vérifie quelques propriétés groupées dans le lemme 1.1

Lemme 1.1. ([12], [13]) La fonction de Dickman vérifie les relations suivantes.

1) Pouru>1, on aup(u)= [ p(t)dt

2) —’::((5)) <log(u log? u), u>et

3) p(#;)t) < (ulog®u)t uniformément pour u > 1 et 0 <t < u.

L’estimation (1.1) posséde beaucoup d’applications (cf. [7, 8] et [12, 13])
comme la démonstration du théoréme des nombres premiers [3] et Iestimation
par A. Ivi¢ [7] de la fonction ¢(2,y) = 3, o, p(ny<, #*(n). Cette fonction
dépend de la densité des entiers sans facteurs carrés et de la fonction ®(z,y)
(cfr proposition 1.2).

Proposition 1.2. Pour x > 3, on a uniformément pour toul y satisfaisant,
exp{(loglogz)***} <y <=

(13) 04) = —pp(w)e (1+O-((logloga) )
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Ce résultat est obtenu par les méthodes élémentaires et montre que la den-
sité des entiers sans facteur carré est 5 p(u).

Utilisant la méthode du col, M. Naimi [9] a amélioré P'estimation de 6(z,y)
ainsi que le domaine d’étude. Plus précisément, il a montré la proposition sui-
vante.

Proposition 1.3. Uniformément pour y > (logx)**¢, u > (loglogx)?, on a

o) = C2(B, y)a” 1
(1.4) 6(z,) Bv@mnw40(1+OAUD

2
0t Co(s,y) = I,<y (1 + p—{) . ma(s,y) = Zpgyps(;ng’;Q, B est le réel défini
par l’équation

logp
1.5 logz = .
(1.5) > )

Le réel 8 vérifie 'estimation suivante établie par M. Naimi dans [9]
1
) <o (2 v0 o)
Y

ou &(u) est la fonction définie implicitement par

(1.6) Blx,y)=1— §w) +0 (

logy log x

(1.7) W =1 4 ug(u).

Remarque 1.1. La démonstration de (1.6) utilise les estimations de &(u) et

celle de l'intégrale
y
/ dt
1+t8°
1

Parmi les estimations de la fonction £(u), il y a la relation (1.8)

(1.8) &(u) =logu + loglogu + O(1)

valable lorsque u > 3.

Soit g un réel suffisamment grand. Ainsi des relations (1.6) et (1.8), on en
déduit, dans le domaine (logz)?*® <y < z,x > z¢, que B(z,y) > 1 +¢. Cette
inégalité est démontrée dans [11].

Utilisant les propositions 1.1 et 1.3, M. Naimi [9] a estimé la fonction

(1.9) Op(x,y) = > w*(n)f(n)
P?ng)%y
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lorsque f est une fonction multiplicative positive telle que la série > W(Zﬁ
p=>2
converge pour un certain réel 0 €]0, 1[. Il obtient alors les propositions 1.4, 1.5.

Proposition 1.4. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y satisfaisant,
exp{(loglogz)**¢} <y <z

(110 05(2,9) = G(1) s plu)a(1 + Ox((log log 2) ),

ot pour Re(s) >4

G(s) =11, (1+f]§f)+_11>.

Proposition 1.5. Uniformément pour y > (log x)lflﬁ, u > (loglogx)?, on a

(1o s,
pour Re(s) > 8, Cr(s,y) = Ca(5,9)G(s,9), @a(f,s,y) = LUEGLEI) G y) =
=Mp<y (1 + 7“2)5_1)-

La démonstration de la proposition 1.4 se déduit de la proposition 1.1, du
lemme 1.1 et des propriétés de la fonction f.
Démonstration. On trouve la démonstration de ce lemme dans [1] ou [13].

Pour la proposition 1.5, M. Naimi utilise la proposition 1.3 et la méthode
du col que nous rappelons briévement dans le cas des entiers sans facteur carré
et y-friables.

Avant de rappeler la méthode du col dans le cas des entiers sans facteurs

carrés et y-friables [9], nous énongons d’abord la proposition 1.6 qui est la base
du théoréme 2.2.

Proposition 1.6. Soit ¢;, £ deux constantes strictement positives. On a uni-
formément pour y > (logx)'™¢, u > (loglogz)?,

B+iT
(1.12) a(x,y):%m. / Cz(s,y)%ds—kOg(R(x,y))a
B—iT
ot 1 )
e =60 (5 e |2 )
et

2
3 B w
T= {GXP(logy)2 +exp 7 lorw? }
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Ainsi la méthode du col consiste & exprimer la fonction sommatoire 6(z,y)
de 2 sur les entiers friables sous forme d’une intégrale dans le plan complexe,
via la méthode de Perron [6] en premier lieu. En second lieu, on choisit dans
I’intégrale le point selle 8 défini dans (1.5) et on montre, via la formule de Taylor
a lordre quatre, que la contribution principale de I'intégrale provient d’un petit
voisinage de (. Cette méthode est utilisée dans ce travail car elle améliore
sensiblement le domaine d’étude et le terme d’erreur de la fonction Sy, (z,v).
Comme nous l'avons signalé dans le résumé, le cas particulier de notre fonction
fq est étudié dans [4] par De Koninck et Grah ou ils insistent surtout sur
les propriétés des fonctions moyennes. L’intérét de 'utilisation de la méthode
du col est que le résultat obtenu peut étre utilisé pour étudier localement la
fonction Sy, , (cf. A. Hildebrand et G. Tenenbaum [6] et S. Nyandwi [10]). En
terme de moyenne, la relation (1.10) montre que la densité de certains diviseurs
d’entiers sans facteurs carrés et y-friables est proportionnelle au réel ” 7Tgp(u)”.
Cette propriété reste conservée pour la fonction Sy, (x,y), voir le théoréme 2.1.

Nous définissons maintenant I’ensemble S. Un couple de fonctions (f,g) est
un élément de S? si

(i) f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives positives et

g(p")=0sir>2

(i) la série >° -, W converge pour un certain réel § €]0,1[.
Comme la fonction f,2(n) = ﬁ >d/n p?(d) f(d), la fonction f, représente
une moyenne pondérée des valeurs de f sur les diviseurs de n. Les fonctions
ayant des propriétés proches a celles de la classe S ont été exploitées par G.
Bareikis et E. Manstavicius [1], et par S.D. Mohamed, H. Afef et M. Naimi |2]
pour étudier les lois de certains diviseurs.

Remarque 1.2. On rappelle les définitions des fonctions qui interviennent
dans les applications :

o(n) =Y d, @(n)=card{l, 1 <1<n, pged(l,d)=1}
d/n
1

@(n’l) — =
et == = Hp /n (1 +5
exploitée dans la littérature de la théorie des nombres.

) . Il nous semble que la derniére fonction est rarement

Aprés I'introduction, nous abordons la partie 2 qui contient des nouveaux
résultats mais introduisons d’abord quelques notations :

Notations

La fonction gy est définie par la relation de convolution

fo=1"*g1.
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Dans le demi-plan Re > max(%,é), le produit eulérien associé a la série de

Dirichlet de la fonction g; est

B g)(f(p) — 1) 1+g(p)f(p)
i) =11 (1 T A o)+ U+ e — 1)) '

Dans la suite on utilisera les fonctions

B g(p)(f(p) —1) 1+g(p)f(p)
s =11 (1 T A D) T U e) - 1)) ’

p

<y

1
(loglogx)e”
Pour Re(s) > 1, le produit eulérien associé a la série de Dirichlet de p? est

wo-TI(+2)

p

ou ( est la fonction Zéta de Riemann.
2. Résultats

Théoréme 2.1. Soit (f,g) € S?. Pour x > 3, on a uniformément pour tout y
satisfaisant, exp{(loglog x)**¢} <y <=z

(21) 1, (5.) = 5 (1L o) {1+ Ou(R.)}

Corollaire 2.1. Sous les mémes conditions que celles du théoréme 2.1, lorsque
xr — +00, on a

(2.2) Sy, (x,y) ~ G1(1)0(z,y).

Corollaire 2.2. Sous les mémes conditions que celles du théoréme 2.1, on a

) 1 w d
1) Z k‘w(n) Zﬂz(d)(k - 1) (d)m -

P(n)<y
6 k-1 kp—1
= (1 R * w1+ 0
DT S s
P?ng)gy @/
_5 (k=001  ptptl-DY .
= — (1+ o+ 1) 07— T >p( )2{1 + O.(R.)},
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i) > ﬁZuQ(d)(kfl)“(d)%:

_ 6 ( k—1 E(p+1)—1
R kp(p+1) ~ kp(p® —1)

) pw)r{l + O.(R.)}.

Théoréme 2.2. Soit (f,g) € S?. Uniformément pour y > (logaj)ﬁ et u >
> (loglogz)?, on a

s e (0 (1)

92 (log(fg (s,y))

ot pour Re(s) > 0,(y, (s,y) = Ca(s,4)G1(s,y), 72 (fg:8,y) = ——F5— et
0 = max(3,4).

Corollaire 2.3. Sous les conditions du théoréme 2.2, on a
1
Sy, (x,y) = G1(B,9)0(, y) (1 +0. (u)) '

Démonstration du corollaire 2.1. Chaque entier n se décompose de maniére
unique sous la forme d’un produit n = ab avec P(a) < y et P~ (b) > y, ot P~ (b)
est le plus petit facteur premier de 'entier « b» avec convention P~ (1) = 4o0.

En remarquant que G1(1) = > # et d’aprés cette factorisation, on a

n>1
pin) _ lab) _
nz;l n (122:1 ; ab

P(a)<y, P~(b)>y

_ g1(a) g1(b) g91(a)
=2 T X ot X
a>1 b>y a>1
P(a)<y P—(b)>y P(a)<y

Sous les conditions du théoréme 2.1, on a

91(0) 1 1
Z b <e yl=0 < (loglog x)¢

b>y
P (b)>y
ou ¢ est une constante strictement positif. Comme

Gy = Y 2

a>1
P(d)<y
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on a alors

Gi1(1) =Gi(1,y) (1 +O. ((k)gllogx)c>> .

Finalement, on obtient

(2.4) 51, (5.9) = 5 Gr(Dp(w)a (1 + O(R.)}

Comme 6
O(x,y) = ﬁxp(u) {1+ 0:(R:)},

on conclut, lorsque x — +o00, que Sy, (x,y) ~ G1(1)0(z,y).

Démonstration du corollaire 2.2. C’est une conséquence du théoréme 2.1

et de la définition des fonctions ﬁ, @, @ [ |

Démonstration du théoréme 2.1. Elle découle en partie du lemme 1.1 et
des propositions 1.2-1.3.

En effet, pour Re(s) > 1, puisque f; est multiplicative, la série de Dirichlet
Fy,(s) associée a la fonction f, peut s’écrire

fe(p")
pT‘S

(2.5) Fy(s) =10, | 1+ >

r>1

Or,sir>1,ona f,(p") = #@(1 +g(p)f(p)). Cette derniére relation s’écrit

e ®) (@) -1
g\p p)—

Jfo(p") =1+ ——7——.
o) 1+g(p)
Puisque 3 -, fgp(f’s ) — (1+:;—€§)()pp)sf(§£)—1)v si on pose

~ g)(flp)—1) o= N )
ZA$_(1+ﬂMXW+4Y Gls) =2

et d’apreés la définition de G1(s) (cfr. notations), on obtient dans le demi-plan

Re(s) > max(1,6),

Gi(s) =1p>o {1 +1,(s) + 1+g(p)f(p) } .

(I+g@)@* 1)

Ainsi la relation (2.5) devient Fy,(s) = (2(s)G1(s). Les propriétés de S montrent
que Gi(s) est un produit eulérien qui converge absolument pour Re(s) >

> max(3,d), 6 étant le réel défini par la caractérisation de la fonction f. La
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derniére relation de la fonction F,(s) est équivalente en terme de convolution &
fg = 1? % g1, ot g1 est la fonction arithmétique dont le produit eulérien associé
a sa série de Dirichlet est G(s). Par conséquent, on a

(2.6) S @y = Y g ().
P((idg)gy

Disons que
St,(z,y) = 81 + 53,

oll on a posé

@1 Si= Y a@o(5) et = > qdo(Sy).
d<loglog x d>loglog x
P(n)<y P(d)<y

L’estimation de 6(z,y) (proposition 1.2) montre que

d
(2.) RIS DI L U]
d>loglog x
P(d)<y
avec ug = }gg;l. D’aprés le lemme 1.1, (3), on a
I
(2.9) plu—uq) < p(u) exp <1Z§Z log d> .

Puisque y > exp {(loglog )¢} et pour x grand, on choisit § €]0,1[ tel

que
1
1 &Y > max 5,1 .
logy 2

Nous pouvons alors écrire

d
(2.10) Sy<apy Y Aol
d>loglog x d” " Toey
La convergence de la série anl mtl% pour o > max {6, %} implique que
, 1
(2.11) Sy < zp(u)

— e

logu *
ogy

(loglog z)*



134 A. Congera, J. P. Ntahomvukiye and S. Nyandwi

De la proposition 1.2, nous déduisons que

S =C, Z 91((165) p(u — ugq)
d<loglog x
P(d)<y

avec Cp = S {1+ O.(R.)}.

Utilisant la formule des Accroissements finis, le lemme 1.1 et la définition
de p(u), nous montrons que

(2.12) p(u = ug) = plu) {1 +0. (@)}

Si on insére les relations précédentes dans S7, on obtient finalement

si=c, Y 9l

d
d<loglog =
P(d)<y
Ecrivons encore
d

(2.13) Si=Cp > glc(z )p(u) + Ss,

a>1

P(d)<y
avec
d

(2.14) Sz =C, Z glc(i )p(u)

d>loglogz, P(d)<y

La convergence absolue du produit eulérien

B g(p)(f(p) — 1) 1+g(p)f(p)
1) G =11 (1 T A+ D T A - 1))

p

dans le demi-plan Re(s) > max{4, 3} montre que

d 1
(2.16) 3 91((1)<< . 0<c<L,
d>loglog x (Og ng)
P(d)<y

En groupant toutes les estimations précédentes, on obtient l'estimation énoncée

(27) S5,(5,) = 3G (Ly)p(u)e {1+ O-(R.)} T
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Remarque 2.1. Le corollaire 2.2 montre que la densité des sous ensembles
des diviseurs étudiés dans ce travail est proportionnelle & celle des entiers sans
facteurs carrés et y-friables, propriété observée par M. Naimi [9] et H. Van.
Lint and H. E. Richert [14].

Dans la suite de ce travail, nous estimons Sy, (z,y) par la méthode du col.
Puisque (y, (s,y) = C2(s,4)G1(s,y) et que G1(s,y) est un produit conver-
gent, le point selle que nous allons utiliser est celui de (o(s,y)Z S, A savoir le

réel 8 défini dans la relation (1.5). Ainsi I’équivalent de la proposition 1.6 est
la proposition 2.1.

Proposition 2.1. La forme intégrale de la fonction sommatoire Sy (x,y) est
donnée par la relation (2.18)

. B+iT ,

(2.18) Se) =g [ Gl s+ R
BT

avec

1
R (5t e,

et T' est un réel strictement positif.

ot )

Démonstration. Elle se fait de la méme maniére comme le cas de la proposi-
tion 1.6. u

Soit,

Y(fgs8,y) = log((y, (s,9)) = n(s,y) +1log Gi(s,y) ot n(s,y) = log (2(s, ).

Nous montrons qu’il y a des relations entre les dérivées par rapport a "s" de la
fonction y(fy, s,y) et celles de n(s,y), & savoir la proposition 2.2.

Proposition 2.2. Siy > (logx)ﬁ, on a

Yi(fg: B:y) = m(B,y) <1+O <i>> , 1<1<3,

1va(fg, B+ it,y)| = ulog®y, pour |t| < —— Toen
ogy’

ou (2, y) = Zrlogla(s,y), n(fe5,y) = 27 log (s, (5,).
Démonstration. Puisque (y,(s,y) = C2(s,y)G1(s,y), on a

(2.19) v(fg,8,y) = log(Cy, (s,9)) = n(s,y) +v(s,y),0n v(s,y) = log(Gi(s,y).
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Pour établir cette proposition, il suffit de montrer que

!
‘W‘ <logly, 1<1<3
B
v
T V(‘Z’y)‘ <ulog'y, |t <
0s (Boy) logy
Posons ¢,(f,g) = %(8)1) On a alors
14 g(p)f(p)
2.2 (/. 9) .
(2:20) Zbg( Pl e D)
p<y
Or
L+g(p)fp)  gw)(f(p)—1) 1

Q190 -1 A+e@)® -1 = -1

Par conséquent,

(2.21) Zlog(1+ - i )+0p(f’g)+ ! )

+1 p25_1 p25_1

p<y
On a aussi
L elhe) elhe) 1 14p* o lve(fig) telfe)@ 1)
ps+1 p2571 p2571 p2571
_ P>+ cp(f,9)p°
p2s -1 !
On peut alors écrire
(2.22) v(s,y) = (log(p™ + ¢(f,9)p°) — log(p™ — 1)) .
P<y

En dérivant par rapport & s, on obtient

_ 2s 2pS
V(s =3 (cp(f, 9)P™ +2p ;;Cp(fvg))logp'
= 0 e(f9)r* -1)
Disons (f )
ep(frg
Vis,y)=-Y = 1 (lip() +l2p(s)) log p,
p<y P
— 241 . — 2p° i

avec lip(s) = Gare (ranern 120(8) = G rgmeTe, (FanEe 1) Des estima-

(
tions [l1,(s)] < 1 et |lap(s)

< 1, nous déduisons que

(2.23) [V (s,9)] < logyz Mg‘q)' < logy.

Py
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Si 2 <1< 3,on pose vs,y) au lieu de vV (s,y), on montre que |v(s,y)| <
< logl y. En effet, on a

Vi(s,y) = 3229 1) 1ty (5)) log?p + 5,

= (r°+1)

o (.9)
ep(f,g
Sy =— Z ;ﬁ( /1p(5) + lép(s))logp-
p<y

Or

2025 1o $(p?* 4+ 1) 1o

I (s) = p>* logp Py Jlogp

P Ha(fe)* —1) (0 +p(f.9)2p* 1)
297 (p* + 1) logp
(p* + cp(f,9)(P? — 1)

Disons [1,,(s) = Q12(p®) logp, ot Q12 est une fraction en p* bornée. On montre
de méme que I5,(s) = Qa2(p®)logp, ot Qa2 est une fraction en p* bornée. Par
conséquent

(2.24) V' (s,y)| < Z

p<y

1og p < log?y.

| s
La dérivée d’ordre 3 de la fonction v(s,y) vérifie la relation

" C 5 s
vi(sy) =) ;S(J;gl) Qs3(p®)log’ p < log® y,
P<y

ol Y3 est une fraction en pS bornée .
Pour s = f +it, |t| < 157, on en déduit que

v (& )
I’ )(s,y)l=z | p(pf D 10gt p < log* y.
P<y

Utilisant les relations précédentes et celles qui suivent
YO (fgr8,9) =0 (s,9) + 1 (s,9),
1 (B,y) = ulog'y,

on obtient
1
(2.25) 18 =16.0) (140 (1))
L’avant derniére relation est établie dans la référence [9]. |

Nous améliorons maintenant I’estimation du reste de la proposition 2.1.



138 A. Congera, J. P. Ntahomvukiye and S. Nyandwi

Proposition 2.3. Soit ¢ une constante strictement positif, ug un réel suffi-

samment grand, 0 = max(%,é) et posons de nouveau u = }Zg; Uniformément

pour y > (logm)lfe, u > ug, 0N a

Cs, (B +it,y) ‘
‘ qu 63 ) <<€75

- exp(—ct®nz(B,y)), si |t| < o7
5 2 3
© exp (—CW) , St logy < |t] < exp(logy)z~

(2.26)

€

Démonstration. De la relation, (y, (s,y) = (2(s,%)G1(s,y), on en déduit que

Cr,(Bity)  G(B+it,y)Gi(B +it,y)
Cfg(ﬂ’y) CZ(ﬁvy)Gl(va)

ou

G1<s,y>:H(1+(9<p><f<P> ), 1+gp)) )),

T+g(p)p*+1)  (1+gp)(p* -1

p<y
dans le demi-plan Re(s) > .
Ainsi, on obtient

‘Cf (B +it, y)‘<< 1C2(B + it y)|
qu ﬁv ) =0 CQ(ﬁvy)

exp(—ct®na(B,y)), si It\ < Toey
2 . 3
exp (e ) - sy < I < explogy)’?

<<8,6

(2.27)

—€

La derniére estimation est établie dans [9]. Nous déterminons maintenant le
terme principal de l'intégrale figurant dans la proposition 2.1. |
Proposition 2.4. Uniformément pour y > (log x)ﬁ, u > (loglogy)?, on a

: _ 1 B+i/logy e?Cry (Biy) 1
@) Sp,(@y) = 5z B—i/logy SACH ) Sds oty < 72(?‘g7/3,y) “
ii) Uniformément pour x > y > (logx 179, u > ug, ON @

(ii) Y g )

B+i/logy

. (s, (6,) < <1>)
$,y)— dss = u '
Cr,(5,9) . B\ 27v2(f4. By y) S\

2ir
p—i/logy
Démonstration. (i) D’aprés le théoréme de Perron [12], on a
B+iT

[ o™ ds+ 05l

B—iT

(228) qu (1’7y) = %
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ol

) y Q)

T = Ry(z,y), Ri(z,y) == P(%:)gy nf (1 +%]log(%)|)
et

1%Cmy):fmp(—(bgyﬁ_f>+“Xp(_q(bgﬁP>‘
Si

1
Bur/2(Fy: Bry)

En suivant le méme raisonnement que dans [6], on montre que

u > (loglogy)?, on a Ry(x,y) <

1
Ri(z,y) < xBCfg(ﬁ,y)ﬁ~
Utilisant la deuxiéme estimation de la proposition 2.4, on obtient
B—i/1 T 2
v x® 3 eXp (_ (1—C2/37§§+t2)
Cro(8,y)— ds < 27Cy, (B, y) Bt
B—iT 1/logy
€1 cout? T
exp (_2(1—5)2) exp(—cou/2
B 2
Lz , dt |,
G | [ — e [
1/logy €1

oll €1 = max (|1 - B, @) .
Comme

€1

2
exp (_ Cy_lt 2)
/ B GO dt < exp (- 2t ) logy

B+t 2(1 - B)*(logy)?
1/logy
et
- 2
/ exp(ﬁ_f:/) dt < exp(—cyu/2)logT,
€1
on a

Foexp (_(1 czﬁ?iﬁ)
7¢s,(8,v) / By @<

C3Uu

(log u)?

< 2°¢, (B,y) exp <— ) log T < 2%y, (B,y)

L
i

dt <
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De la méme fagon, on montre que

B+iT
xS
$ry(s,9) = ds < 2P¢, (B.y)
B+i/logy

1
ﬁ.

La relation (2.28) devient

) B+i/logy )

-t 7 8 1

22 S =g [ s+ 0s (7,0 2).
B—i/logy

Comme le terme reste de ’expression précédente est de 'ordre de

xg Cfg (ﬁv y) l
B2 (fg: Bry) ¢

on conclut que

1 e B¢, (By) 1
i UG, » Y
(2.30) Sy, (z,y) = -— / Cr,(8,y)—ds + Os | ————=—| .
! 2”6 7 ! s Y2(fg, B y) v
—i/logy

Nous établissons maintenant le deuxiéme point de la proposition 2.4 et dont le
théoréme 2.2 en découle.

Pour s = 8 + it, on peut écrire
z® P
s B+t

Cr, (s, y) exp (log (s, (s, y) + itlogz) .

Au voisinage de t = 0, la formule de Taylor a 'ordre 4 implique

log Cy, (s, y) +itlogz = vo +i(logx +71)t — %tQ - Z%tg + O(t?)

via 'estimation g—;log Cfg(s,g)‘ < 4 pour |t| < 6 = m, ol on a posé
v = %loggg(s,y) au point s = S et t = 0.

D’apreés la proposition 2.2, on a

%43 10 (qatt) < .
6 us3

La relation (1.5) implique logx 4+ v, = 0. Puisque (8 > @, on a % < .
u3
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Ainsi g = & (1= 5 +0 (f1)) et oxp (<330 +0 () = 1=+
+0 (35 + 4t?) .

Par conséquent,

i P £2 it

P e T (1 - —
Ca(s9)5 =G, (Boy) e ( 3
Il découle de l'estimation précédente et la nullité de I'intégrale d’une fonction
impaire que

- i%t?’ + O30 + gt + 5‘%2)) .

51
o mﬂCfg (Bay) 7'72;2 xBCfg (ﬁvy) 1
S, () = L) ! e ult)di + 05 (72 s

ott v(t) = 1+ O(73t5 + yat* + B72¢2).
¢2
La relation fj;o e dt =, /?TZ implique

5¢5,(8,9) s

2t?

puisque le e T (v(t) — 1)dt < 2

Y2 "

2
Comme e~ 720 + % < %, on conclut que

25¢s. (B,y) ( <1>>
S YY) = Ose | — .
Ny an L G .

Corollaire 2.4. Uniformément pour y > (log x)ﬁ,u > (loglogy)?, on a

231 S5,0.9) = Ca(. 0000 (14 0nc (1))

Démonstration. On utilise la relation (y, (s,y) = (2(s,y)G1(s,y) et les esti-
mations

o) = 5 et (40 (2))
Vi (fg: Bsy) = m(B,y) <1+05 (i)) 1<1<3. [ ]
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