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������� �� ������ ������	 
	�� ����
 ��� � ��� 
�� y������	�� y ���	�

�� ���� ��� �������� 
������� ������
��� 
�� y� ���� �� ������	� ����

���� ����������� ��� ����������� 
� �������� ��� 	�� ������� �����	��


� 	� �������� fg(n) = 1
h(n)

∑
d/n

g(d)f(d)� �� h = g ∗ 1� f �� g �
�


����������  ��� �	���� S ��������� 	�������	� {σ(n)
n

, n
ϕ(n)

, ϕ(n,l)
n

}, ��

ϕ(n, l) = nΠp/n

(
1 + l−1

p

)
, l ≥ 2� !��� ���	����� 
��� �

���"��� 	���� �	��

�������� �� 	������ ���	������� !��� �������� ��� 	� �������� Sfg(x, y) =
=

∑
n≤x,P (n)≤y fg(n) ��� 
��
��������		�  	� �������� ���������� 
��

������� ���� �������� ������ �� y������	��� #���� ���
� ������	��� ��		� 
�

$�%� �� &�����' �� $� (��" 
��� 	� �������� fμ2 �� ��		� 
� %� !�)�� 
���

	� ������� ��� 	�� ������� �����	�� 
� 	� �������� μ2f �

��	� 
��� � *�������� ��������� ��	���� ��������� ������� ���� �������

������ ������� �����	���


��	��
	� + ������	 ������ ������� �"�� � �� ���
 �� �� y−�����"� y
���	� �� �		 ��� 
���� ������� 
� ��� �����
 y� ,� �"�� -��'� -� ��� ���

�������
 �� �"� ��������� �� ����� �� �������� ���� �� .���� ������� >y
�� �"� �������� fg(n) = 1

h(n)

∑
d/n

g(d)f(d)� -"��� h = g ∗ 1� f ��
 g ���

	��� �� � �	��� S ���������� �"� ��� {σ(n)
n

, n
ϕ(n)

, ϕ(n,l)
n

}, -"��� ��������

Sfg(x, y) =
∑

n≤x,P (n)≤y fg(n) �� 
��
�������	 �� �"� ��������� ��������

�� �������� -��"��� ������ ������� ��
 y������"� /"�� ���
� ������	�0��

�"�� �� $�%� �� &�����' ��
 $� (��" ��� �"� �������� fμ2 ��
 �"�� ��

%� !�)�� ��� �"� ���� ���� �"� �����	� �������� �� �"� �������� μ2f �

��� ����� 	
� ���	���� ���� ����	
���
 ���� ������
 
�	����� �
	���	 � ������� ���	��
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��� �	����	���� ������� ��	�����	���
� �����
 �����
 �����
 ���� �



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

�� ������	
����

���� P (n) �	 
��� 
���� ����	�� 
�	��	� �	 ��	���	� n > 1 	� ����	���� ��	
P (1) = 1. ������	 �	 ��	��	���	 S(x, y) �	� 	���	�� y�������	� ��	������� 
��
x� ����	�	�� ��� �	� 	���	�� n �	�� ��	 P (n) ≤ y 	� n ≤ x, ������	 ��
����	 	�
������	 ���� ����	 �	� �����	�! "�� ��#��	��	� ������	�� �� �������� Ψ(x, y) =
= |S(x, y)| � ��� ������	 �	 ������	 �

�������	 
�� �	 �����	�� ���	���! $�	
� �����	 ��� �	 ��%	� 	�� ����
�	 
�� &! '���	����� 	� (! )	�	����� *�+! "��
	�	�
�	� �� 
��
������� �!� ����	 
��� �� ����	 	�� ��	 , &! '���	����� *-+!

���
������� ���� ���� x ≥ 3, �� � ������	
	��� 
��� ���� y �������������

exp{(log log x) 53+ε} ≤ y ≤ x

.�!�/ Ψ(x, y) = ρ(u)x

{
1 +Oε

(
log(u+ 1)

log y

)}
�� ρ ��� �� �������� �� ����	�� *-� �+ �� u = log x

log y .

0	��	 �������� ρ 	�� ��1��	 
�� ���������� ��� ��#��	��	� �������	 2

.�!�/
uρ′(u) = −ρ(u− 1) (u > 1),
ρ(u) = 1 (0 ≤ u ≤ 1),
ρ(u) = 0 (u < 0).

3��	 ����1	 ��	���	� 
��
������ 
���
�	� ���� �	 �	��	 �!�

����� ���� .*��+� *�4+/ �� �������� �� ����	�� �
���� ��� ��������� ����������

�/ ���� u ≥ 1, �� � uρ(u) =
∫ u
u−1 ρ(t) dt

�/ −ρ′(u)
ρ(u) ≤ log(u log2 u), u ≥ e4

4/ ρ(u−t)
ρ(u) � (u log2 u)t ������	
	��� 
��� u ≥ 1 �� 0 ≤ t ≤ u.

��	��������� .�!�/ 
�����	 �	�����
 ���

��������� .��! *5� 6+ 	� *��� �4+/
����	 �� ������������� �� �������	 �	� �����	� 
�	��	�� *4+ 	� ��	���������

�� &! 7��8 *5+ �	 �� �������� ψ(x, y) =

∑
n≤x,P (n)≤y μ

2(n). 0	��	 ��������

��
	�� �	 �� �	����� �	� 	���	�� ���� ����	��� ������ 	� �	 �� �������� Φ(x, y)
.��� 
��
������� �!�/!

���
������� ���� ���� x ≥ 3, �� � ������	
	��� 
��� ���� y �������������

exp{(log log x)2+ε} ≤ y ≤ x

.�!4/ θ(x, y) =
6

π2
ρ(u)x

(
1 +Oε((log log x)

−ε))
)
.
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�� ���	
��� ��� 
����	 ��� 
�� ����
��� �
���������� �� �
���� �	� 
� ����

���� ��� ������� ���� �����	� ����� ��� 6
π2 ρ(u).

��������� �� �	�
��
 �� ���� �� ����� ��� � ��	����	 ��
��������� �
 θ(x, y)
����� ��
 �
 ������
 ��	���
� ���� ��	���	�
��� �� � �����	 �� ����������� ����
����
�

����������� 	
�
 ���������	�
 ���� y ≥ (log x)1+ε, u ≥ (log log x)2, �� 


� �!" θ(x, y) =
ζ2(β, y)x

β

β
√
2πη2(β, y)

(
1 +Oε(

1

u
)

)
�� ζ2(s, y) = Πp≤y

(
1 + 1

ps

)
, η2(s, y) =

∑
p≤y p

s log2 p
(ps+1)2 , β 	�
 �	 ��	� �����

�
� �����

���

� �#" log x =
∑
p≤y

log p

pβ + 1
.

$
 �	
� β �	��%
 ��
��������� �������
 	��&��
 ��� �� ����� ���� ���

� �'" β(x, y) = 1− ξ(u)

log y
+O

(
1

log x

)
+O

(
log x

y

)
+O

(
exp−

√
log y
)

�( ξ(u) 
�� �� )������� �	%��
 ��������
�
�� ���

� �*" eξ(u) = 1 + uξ(u).

�
�����
 	
	
 $� �	����������� �
 � �'" ������
 �
� 
���������� �
 ξ(u) 
�
�
��
 �
 �����	+���


y∫
1

dt

1 + tβ
.

����� �
� 
���������� �
 �� )������� ξ(u)� �� , � �� �
������ � �-"

� �-" ξ(u) = log u+ log log u+O(1)

����&�
 ������
 u ≥ 3�

.��� x0 �� �	
� ��/����
�� +����� 0���� �
� �
������� � �'" 
� � �-"� �� 
�
�	����� ���� �
 ������
 (logx)2+ε ≤ y ≤ x, x ≥ x0� ��
 β(x, y) ≥ 1

2 + ε� 1
��

��	+����	 
�� �	�����	
 ���� �  ��

��������� �
� ������������  � 
�  �2� �� ����� ��� � 
����	 �� )�������

� ��" θf (x, y) =
∑
n≤x

P (n)≤y

μ2(n)f(n)



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

�����	
 f 
�� 	�
 
������� �	�����������
 �������
 �
��
 �	
 �� ����

∑
p≥2

|(f(p)−1)|
pδ

����
��
 ��	� 	� �
����� ��
� δ ∈]0, 1[� �� ����
�� ����� �
� ������������ ���� ����

����������� 	
�
 ���� x ≥ 3, �� � ������	
	��� 
��� ���� y �������������

exp{(log log x)2+ε} ≤ y ≤ x

������ θf (x, y) = G(1)
6

π2
ρ(u)x(1 +Oε((log log x)

−ε))),

�� 
��� Re(s) > δ

G(s) = Πp

(
1 +

f(p)− 1

ps + 1

)
.

����������� 	
�
 ������	
	��� 
��� y ≥ (log x)
1

1−δ , u ≥ (log log x)2, �� �

������ θf (x, y) =
ζf (β, y)x

β

β
√
2πϕ2(f, β, y)

(
1 +O

(
1

u

))

��� Re(s) > δ� ζf (s, y) = ζ2(s, y)G(s, y), ϕ2(f, s, y) =

∂2(log ζf (s,y))
∂s2 , G(s, y) =

= Πp≤y
(
1 + f(p)−1

ps

)
�

��  ������������  
 �� ����������� ��� �
  � 	��  
 �� ����������� ����  	
�
��
 ��� 
�  
� ����������  
 �� 
������� f �


������������
 !� ���	�
 ��  ������������  
 �
 �
��
  ��� "�# �	 "�$#�

%�	� �� ����������� ���� &� '�(�� 	�����
 �� ����������� ��$ 
� �� ���)� 

 	 ��� �	
 ��	� ����
���� ���*�
�
��  ��� �
 ���  
� 
���
�� ���� 
���
	� �����

� y+
�����
��

,����  
 ����
�
� �� ���)� 
  	 ���  ��� �
 ���  
� 
���
�� ���� 
���
	��
������ 
� y+
�����
� "-#� ��	� ����.���  /���� �� ����������� ��0 �	� 
�� �� ���

 	 �)���*�
 ����

����������� 	
�
 ���� c1, ε ���� ���������� �������	��� 
��������� �� � ����

���	
	��� 
��� y ≥ (log x)1+ε, u ≥ (log log x)2,

������ θ(x, y) =
1

2πi

β+iT∫
β−iT

ζ2(s, y)
xs

s
ds+Oε(R(x, y)),

��

R(x, y) = ζ2(β, y)x
β

(
1√
T
+ max
1≤|t|≤T

∣∣∣∣ζ2(β + it, y)

ζ2(β, y)

∣∣∣∣) ,

��

T =

{
exp−(logy)

3
2
−ε
+exp

−c1 u
(log u)2

}−2
.



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

����� �	 
��
��� �� ��� �������� � �����
�� �	 �������� ��

	����� θ(x, y)
�� μ2 ��� ��� ������� ���	���� ���� ���
� ����� ������	�� �	�� �� ��	� ��
������
��	 �	 
��
��� �� ������ �� �� ���
��� ����! "� ������ ����� �� �
����� �	��
��������	�� �� ����� ����� β ��#�� �	�� $�!%& �� �� 
������ ��	 �	 ���
��� �� '	(���
� ������� )�	���� )�� �	 ������������ �������	�� �� ��������	�� �������� ���� �����
������	�� �� β. *���� 
��
��� ��� �������� �	�� �� ��	�	�� �	� ���� 	
������
��������
��� �� ��
	��� ������� �� �� ���
� �������� �� �	 �������� Sfg (x, y)!
*�

� ���� ��	���� ����	�� �	�� �� ����
�� �� �	� �	��������� �� ����� ��������
fg ��� ������ �	�� �+ �	� ,� -�����. �� /�	
 �0 ��� ��������� ������� ���
��� ���������� ��� ��������� 
�(�����! 1������2� �� ��������	���� �� �	 
��
���
�� ��� ��� )�� �� ������	� ������ ���� 2��� ������� ���� ������� ���	��
��� �	
�������� Sfg � $��! �! 3������	�� �� /! '�����	�
 �� �� 4! 5(	��6� ��7 &! "�
���
� �� 
�(����� �	 ���	���� $�!�7& 
����� )�� �	 ������� �� ����	��� ���������

��������� �	�� �	������ �	���� �� y8���	���� ��� ��������������� 	� ���� ”π
2

6 ρ(u)”!
*���� ��������� ����� ��������� ���� �	 �������� Sfg (x, y)� ���� �� �
���9
� �!�!

5��� ��#������� 
	�����	�� ������
��� S! :� ������ �� ��������� (f, g) ���
�� ���
��� �� S2 ��

$�& f �� g ���� ���� ��������� 	���

���)��� 
��������	����� ��������� ��
g(pr) = 0 �� r ≥ 2

$��& �	 �����
∑

p≥2
|(f(p)−1)|

pδ
�������� ���� �� ����	�� ���� δ ∈]0, 1[!

*�

� �	 �������� fμ2(n) =
1

2ω(n)

∑
d/n μ

2(d)f(d)� �	 �������� fg ����������
��� 
�(���� �������� ��� �	����� �� f ��� ��� ��������� �� n! 1�� ���������
	(	�� ��� ���������� ����
�� � ������ �� �	 ��	��� S ��� ��� ���������� �	� /!
;	���.�� �� "! <	���	������ �� � �� �	� 4!,! <�
	
��� 3! ���� �� <! 5	�
� �� 
���� ������� ��� ���� �� ����	��� ���������!

�������� �	
	 =� �	������ ��� ��#������� ��� ��������� )�� �������������
�	�� ��� 	�����	����� >

σ(n) =
∑
d/n

d, ϕ(n) = card{l, 1 ≤ l ≤ n, pgcd(l, d) = 1}

�� ϕ(n,l)
n =

∏
p/n

(
1 + l−1

p

)
! ?� ���� ��
��� )�� �	 �����9�� �������� ��� �	��
���

��������� �	�� �	 ������	���� �� �	 �
����� ��� ��
����!

���9� ��������������� ���� 	������� �	 �	���� � )�� �������� ��� �����	��
������	�� 
	�� ������������ ��	���� )���)��� ���	����� >

��
�
����

1	 �������� g1 ��� ��#��� �	� �	 ���	���� �� �����������

fg = μ2 ∗ g1.



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

���� �	 
	��
���� Re > max( 12 , δ)� �	 ���
��� 	�����	� ������� � �� ����	 
	
�������	� 
	 �� �������� g1 	��

G1(s) =
∏
p

(
1 +

g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1)
+

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

)
.

���� �� ����	 �� ������	�� �	� ���������

G1(s, y) =
∏
p≤y

(
1 +

g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1)
+

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

)
,

Rε =
1

(log log x)ε
.

���� Re(s) > 1� �	 ���
��� 	�����	� ������� � �� ����	 
	 �������	� 
	 μ2 	��

ζ2(s) =
∏
p

(
1 +

1

ps

)
�� ζ 	�� �� �������� ���� 
	 ��	�����

�� ������	��


���
��� ���� ���� (f, g) ∈ S2� ���� x ≥ 3, �	 
 �	�����
��	� ���� ���� y
�
����
��
	�� exp{(log log x)2+ε} ≤ y ≤ x

� ��! Sfg (x, y) =
6

π2
G1(1, y)ρ(u)x {1 +Oε(Rε)} .

��
���	�
� ���� ���� ��� ����� ��	�����	� ��� ������ �� ��
�����  ��� �������
x → +∞, �	 


� � ! Sfg (x, y) ∼ G1(1)θ(x, y).

��
���	�
� ���� ���� ��� ����� ��	�����	� ��� ������ �� ��
�����  ��� �	 


i)
∑
n≤x

P (n)≤y

1

kω(n)

∑
d/n

μ2(d)(k − 1)ω(d)
d

ϕ(d)
=

=
6

π2

∏
p≤y

(
1 +

k − 1

k(p2 − 1)
+

kp− 1

k(p− 1)(p2 − 1)

)
ρ(u)x{1 +Oε (Rε)},

ii)
∑
n≤x

P (n)≤y

1

kω(n)

∑
d/n

μ2(d)(k − 1)ω(d)
ϕ(d, l)

d
=

=
6

π2

∏
p≤y

(
1 +

(k − 1)(l − 1)

kp(p+ 1)
+

p+ (kp+ l − 1)

kp(p2 − 1)

)
ρ(u)x{1 +Oε(Rε)},



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

iii)
∑
n≤x

P (n)≤y

1

kω(n)

∑
d/n

μ2(d)(k − 1)ω(d)
σ(d)

d
=

=
6

π2

∏
p≤y

(
1 +

k − 1

kp(p+ 1)
+

k(p+ 1)− 1

kp(p2 − 1)

)
ρ(u)x{1 +Oε(Rε)}.

�������� 	
	
 ���� (f, g) ∈ S2� �����	
�
��� 
��	 y ≥ (log x)
1

1−θ �� u ≥
≥ (log log x)2� �� �

����� Sfg (x, y) =
ζfg (β, y)x

β

β
√
2πγ2(fg, β, y)

(
1 +Oε

(
1

u

))
,

�� 
��	 Re(s) > θ, ζfg (s, y) = ζ2(s, y)G1(s, y)� γ2 (fg, s, y) =
∂2(logζfg (s,y))

∂s2 ��

θ = max( 12 , δ)�

������
��� 	
�
 ���� ��� ���������� �� ����	�
� ���� �� �

Sfg (x, y) = G1(β, y)θ(x, y)

(
1 +Oε

(
1

u

))
.

��������
���� �� ������
��� 	
�� ��	
�� �
���� n �� ��������� �� �	
����
�
�
�� ���� �	 ����� ���
 ������� n = ab 	��� P (a) ≤ y �� P−(b) > y� �� P−(b)
��� �� ���� ����� �	����� ������� �� ���
���� � b  	��� ��
��
���
 P−(1) = +∞�

!
 ���	�
�	
� 
�� G1(1) =
∑
n≥1

g1(n)
n �� ��	���� ����� �	������	���
� �
 	

∑
n≥1

g1(n)

n
=

∑
a≥1

P (a)≤y,

∑
b≥1

P−(b)>y

g1(ab)

ab
=

=
∑
a≥1

P (a)≤y

g1(a)

a

∑
b>y

P−(b)>y

g1(b)

b
+
∑
a≥1

P (a)≤y

g1(a)

a
.

"��� ��� ��
�����
� �� �������� ���� �
 	∑
b>y

P−(b)>y

g1(b)

b
�ε

1

y1−θ
�ε

1

(log log x)c

�� c ��� �
� ��
��	
�� ���������
� �������� �����

G1(1, y) =
∑
a≥1

P (d)≤y

g1(a)

a
,



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

�� � ����	

G1(1) = G1(1, y)

(
1 +Oε

(
1

(log log x)c

))
.


�����
���� �� �������

����� Sfg (x, y) =
6

π2
G1(1)ρ(u)x {1 +Oε(Rε)} .

��

�

θ(x, y) =
6

π2
xρ(u) {1 +Oε(Rε)} ,

�� �������� ���	��� x → +∞, ��� Sfg (x, y) ∼ G1(1)θ(x, y).

��������	�
�� �� 
�����	
�� ���� ���	� ��� ���	������� �� ������
� ���

�� �� �� ��������� ��	 ��������	 n
ϕ(n) �

ϕ(n,l)
n � σ(n)n � �

��������	�
�� �� �������� ����  ��� ������� �� !����� �� ��

� ��� ��
��	 !��!�	�����	 ���"����

 � �#��� !��� Re(s) > 1� !��	��� fg �	� 
����!������$�� �� 	���� �� %��������
Ffg (s) �		����� & �� �������� fg !��� 	�������

���'� Fg(s) = Πp

⎛⎝1 +∑
r≥1

fg(p
r)

prs

⎞⎠ .

(�� 	� r ≥ 1, �� � fg(p
r) = 1

1+g(p) (1 + g(p)f(p)). ����� �������� �������� 	������
������

fg(p
r) = 1 +

g(p)(f(p)− 1)

1 + g(p)
.

)��	���
∑

r≥2
fg(p

r)
prs = 1+g(p)f(p)

(1+g(p))ps(ps−1) , 	� �� !�	�

lp(s) =
g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1)
, ζ2(s) =

∑
n≥1

μ2(n)

ns

�� ���!��	 �� ��������� �� G1(s) ����� ��������	�� �� ������� ���	 �� ��
�*!���
Re(s) > max(12 , δ)�

G1(s) = Πp≥2

{
1 + lp(s) +

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

}
.

+��	� �� �������� ���'� ��$���� Fg(s) = ζ2(s)G1(s)� ,�	 !��!�����	 �� S 
�������
��� G1(s) �	� �� !������ �������� ��� ���$��-� ��	���
��� !��� Re(s) >
> max( 12 , δ), δ ����� �� ���� ����� !�� �� ���������	����� �� �� �������� f � ,�



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

�������� ��	
���� �� 	
 
������� Fg(s) ��� �����
	���� �� ����� �� �����	����� �
fg = μ2 ∗ g1� �� g1 ��� 	
 
������� 
����������� ���� 	� ������� ��	����� 
������
� �
 ����� �� ������	�� ��� G1(s)� �
� ����������� �� 


���� Sfg (x, y) =
∑
d≤x

P (d)≤y

g1(d)θ
(x
d
, y
)
.

������ ���

Sfg (x, y) = S′1 + S′2,

�� �� 
 ����

���! S′1 =
∑

d≤log log x
P (n)≤y

g1(d)θ
(x
d
, y
)

�� S′2 =
∑

d>log log x
P (d)≤y

g1(d)θ
(x
d
, y
)
.

"#�����
���� �� θ(x, y) ������������ ��� ������ ���

���$ S′2 � x
∑

d>log log x
P (d)≤y

|g1(d)|
d

ρ(u− ud),


��� ud =
log d
log y . �#
���� 	� 	���� ���� �� � �� 


���% ρ(u− ud)� ρ(u) exp

(
log u

log y
log d

)
.

������� y ≥ exp
{
(log log x)2+ε

}
�� ���� x &�
��� �� ������� δ ∈]0, 1[ ��	

���

1− log u

log y
> max

{
δ,
1

2

}
.

'��� ������� 
	��� ������

����( S′2 � xρ(u)
∑

d>log log x

|g1(d)|
d1−

log u
log y

.

"
 ������&���� �� 	
 �����
∑

n≥1
|g1(n)|
nσ ���� σ > max

{
δ, 12
}

���	���� ���

����� S′2 � xρ(u)
1

(log log x)1−
log u
log y

.

�



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

�� �� ������	
	�� �
�� ���� ����	���� ���

S′1 = Cx
∑

d≤log log x
P (d)≤y

g1(d)

d
ρ(u− ud)

���� Cx =
6
π2x {1 +Oε(Rε)}


�
	�	���
 �� ������� ��� �����	������
� ��	�� �� ����� �
� �
 �� ����	
	��
�� ρ(u), ���� ���
���� ���

��
��� ρ(u− ud) = ρ(u)

{
1 +Oε

(
1

(loglogx)ε

)}
.

�	 �� 	����� ��� ����
	��� ��������
�� ���� S′1� �� ��
	��
 ��������


S′1 = Cx
∑

d≤log log x
P (d)≤y

g1(d)

d
ρ(u).

 ��	���� ������

��
�!� S′1 = Cx
∑
d≥1

P (d)≤y

g1(d)

d
ρ(u) + S3,

����

��
�"� S3 = Cx
∑

d>log log x, P (d)≤y

g1(d)

d
ρ(u).

#� ������$���� ������� �� �����	
 �����	��

��
�%� G1(s) =
∏
p

(
1 +

g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1)
+

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

)

���� �� ���	&���� Re(s) > max{δ, 12} ���
�� ���

��
�'�
∑

d>log log x
P (d)≤y

g1(d)

d
� 1

(log log x)c
, 0 < c < 1.

(� $������
 
��
�� ��� ��
	��
	��� ��������
��� �� ��
	��
 �)��
	��
	�� �������

��
�*� Sfg (x, y) =
6

π2
G1(1, y)ρ(u)x {1 +Oε(Rε)} . �



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

�������� �	
	 �� ����		
��� �
� ������ ��� 	
 ������� ��� ���� ������	��
��� ��������� ������� �
�� �� ��
�
�	 ��� ������������		� � ��		� ��� ������� �
��
�
������ �
���� �� y����
�	��� ��������� �������� �
� �
 �
���  !" �� #
 $
�

���� 
�� #
 %
 &��'���  �("


)
�� 	
 ����� �� �� ��
�
�	� ���� �������� Sfg (x, y) �
� 	
 ���'��� �� ��	


*������ ζfg (s, y) = ζ2(s, y)G1(s, y) �� ��� G1(s, y) ��� �� ������� �������

+���� 	� ����� ��		� ��� ���� 
		��� ���	���� ��� ��	�� �� ζ2(s, y)
xs

s , � �
���� 	�
���	 β ��,�� �
�� 	
 ��	
���� -�
�.
 /���� 	0�����
	��� �� 	
 ����������� �
1 ���
	
 ����������� �
�


���
������� �	
	 �� ����� �	
����
� �� 
� ��	�
��	 �����
���� Sfg (x, y) ��


��		�� ��� 
� ��
�
��	 -�
�2.

-�
�2. Sfg (x, y) =
1

2iπ

β+iT∫
β−iT

ζfg (s, y)
xs

s
, ds+R,

����

R � xβζfg (β, y)

(
1√
T
+ max
1≤|t|≤T

∣∣∣∣ζfg (β + it, y)

ζfg (β, y)

∣∣∣∣) ,

�
 T ��
 �	 ���
 �
���
���	
 ����
���

�������������	 %		� �� �
�� �� 	
 �3�� �
��4�� ����� 	� �
� �� 	
 ��������
���� �
1
 �

5���

γ(fg, s, y) = log(ζfg (s, y)) = η(s, y) + logG1(s, y) �6 η(s, y) = log ζ2(s, y).

���� �������� ��0�	 7 
 ��� ��	
����� ����� 	�� �������� �
� �
����� � 8s8 �� 	

�������� γ(fg, s, y) �� ��		�� �� η(s, y), � �
���� 	
 ����������� �
�


���
������� �	�	 �� y ≥ (log x)
1

1−δ , �	 �

γl(fg, β, y) = ηl(β, y)

(
1 +O

(
1

u

))
, 1 ≤ l ≤ 3,

|γ4(fg, β + it, y)| ≈ u log4 y, ���� |t| ≤ 1

log y
.

�� ηl(x, y) =
∂l

∂sl
logζ2(s, y)� γl(fg, s, y) =

∂l

∂sl
log ζfg (s, y)�

�������������	 *������ ζfg (s, y) = ζ2(s, y)G1(s, y), �� 


-�
�!. γ(fg, s, y) = log(ζfg (s, y)) = η(s, y)+ν(s, y), �6 ν(s, y) = log(G1(s, y).



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

���� �	
��
� ��		� ������
	
��� 
� ���	 �� ���	��� ���∣∣∣∣∂lν(s, y)∂sl

∣∣∣∣
(β,y)

� logl y, 1 ≤ l ≤ 3∣∣∣∣∂4ν(s, y)∂s4

∣∣∣∣
(β,y)

� u log4 y, |t| ≤ 1

log y
.

������ cp(f, g) =
g(p)(f(p)−1)
1+g(p) � �� 
 
����

������ ν(s, y) =
∑
p≤y

log

(
1 +

cp(f, g)

ps + 1
+

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

)
.

��
1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)
=

g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(p2s − 1)
+

1

p2s − 1
.

�
� ���������	

������ ν(s, y) =
∑
p≤y

log

(
1 +

cp(f, g)

ps + 1
+

cp(f, g)

p2s − 1
+

1

p2s − 1

)
.

�� 
 
���


1 +
cp(f, g)

ps + 1
+

cp(f, g)

p2s − 1
+

1

p2s − 1
=
1 + p2s − 1 + cp(f, g) + cp(f, g)(p

s − 1)

p2s − 1
=

=
p2s + cp(f, g)p

s

p2s − 1
.

�� ���	 
���� ���
��

������ ν(s, y) =
∑
p≤y

(
log(p2s + cp(f, g)p

s)− log(p2s − 1)
)
.

�� ���
�
�	 �
� �
����	  s� �� ��	
��	

ν′(s, y) =
∑
p≤y

−(cp(f, g)p2s + 2ps + cp(f, g))

(ps + cp(f, g))(p2s − 1)
log p.

!
����

ν′(s, y) = −
∑
p≤y

cp(f, g)

ps + 1
(l1p(s) + l2p(s)) log p,


��� l1p(s) =
p2s+1

(ps+cp(f,g))(p2s−1) ; l2p(s) =
2ps

cp(f,g)(ps+cp(f,g))(p2s−1) . !�� ��	
�
"

	
��� |l1p(s)| � 1 �	 |l2p(s)| � 1, ���� ����
���� ���

������ |ν′(s, y)| � log y
∑
p≤y

|cp(f, g)|
pδ

� log y.



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

�� 2 ≤ l ≤ 3, �� ��	
 νl(s, y) �� 
�
� �
 ν(l)(s, y)� �� �����
 ��
 |νl(s, y)| �
� logl y. �� 
�
�� �� �

ν′′(s, y) =
∑
p≤y

pscp(f, g)

(ps + 1)2
(l1p(s) + l2p(s)) log

2 p+ Sy

��

Sy = −
∑
p≤y

cp(f, g)

ps + 1
(l′1p(s) + l′2p(s)) log p.

��

l′1p(s) =
2p2s log p

(ps + cp(f, g))(p2s − 1)
− ps(p2s + 1) log p

(ps + cp(f, g))2(p2s − 1)
−

− 2p2s(p2s + 1) log p

(ps + cp(f, g))(p2s − 1)2
.

��	��	 l′1p(s) = Q12(p
s) log p, �� Q12 
	� ��
 �������� 
� ps �����
� �� �����


�
 ���
 ��
 l′2p(s) = Q22(p
s) log p, �� Q22 
	� ��
 �������� 
� ps �����
� ���

���	���
��

 !�!"# |ν′′(s, y)| �
∑
p≤y

cp(f, g)

|ps + 1| log
2 p � log2 y.

$� ����%�
 �&����
 � �
 
� �������� ν(s, y) %���'
 
� �

�����

ν
′′′
(s, y) =

∑
p≤y

cp(f, g)

ps + 1
Q3(p

s) log3 p � log3 y,

�� Q3 
	� ��
 �������� 
� ps �����
 �

���� s = β + it, |t| ≤ 1
log y , �� 
� ������ ��


|η(iv)(s, y)| =
∑
p≤y

|cp(f, g)|
pβ

log4 p � log4 y.

(��
�	��� 

	 �

�����	 ������
��
	 
� �



	 ��� 	��%
��

γ(l)(fg, s, y) = η(l)(s, y) + ν(l)(s, y),

η(l)(β, y) ≈ u logl y,

�� ����
��

 !�!)# γ(l)(fg, β, y) = η(l)(β, y)

(
1 +Oε

(
1

u

))
.

$&�%��� �
���*�
 �

����� 
	� ����
�
 ���	 
� �����
��
 +,-� �

.��	 ���
�����	 �����
���� 
&
	�������� �� �
	�
 �
 
� �����	����� !���



��� �� ������	
 �� �� 
�	��������� 	�� �� 
�	����

����������� 	
�
 ���� c ��� ���	�
��� 	���������� 
�	����� u0 �� ���� 	���

	
����� ��
��� θ = max( 12 , δ) �� 
�	��	 �� �����
� u = log x
log y � ������������


��� y ≥ (log x)
1

1−θ , u ≥ u0, �� 


������

∣∣∣∣ζfg (β + it, y)

ζfg (β, y)

∣∣∣∣�ε,δ

�ε,δ

{
exp(−ct2η2(β, y)), 	� |t| ≤ 1

log y

exp
(
−c ut2

(1−β)2+t2
)
, 	� 1

log y ≤ |t| ≤ exp(log y)
3
2−ε.

�
������������ 	
 �� 

������� ζfg (s, y) = ζ2(s, y)G1(s, y), �� 
� ������ ��


ζfg (β + it, y)

ζfg (β, y)
=

ζ2(β + it, y)G1(β + it, y)

ζ2(β, y)G1(β, y)

��

G1(s, y) =
∏
p≤y

(
1 +

g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1)
+

1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))(p2s − 1)

)
,

���� �
 �
������� Re(s) > θ�

������ �� ����
��

������

∣∣∣∣ζfg (β + it, y)

ζfg (β, y)

∣∣∣∣�ε,δ
|ζ2(β + it, y)|

ζ2(β, y)
�ε,δ{

exp(−ct2η2(β, y)), �� |t| ≤ 1
log y

exp
(
−c ut2

(1−β)2+t2
)
, �� 1

log y ≤ |t| ≤ exp(log y)
3
2−ε.

�� �

�� 

 
��������� 
�� ������
 ���� !"#� $��� ���

������ �����
���� �

�

�
 �
��%���� �
 �&����'
��
 ('�
��� ���� �� �
��������� ���� �

����������� 	
�
 ������������ 
��� y ≥ (log x)
1

1−θ , u ≥ (log log y)2, �� 


��� Sfg (x, y) =
1
2iπ

∫ β+i/ log y
β−i/ log y ζfg (s, y)

xs

s ds+ r1 �� r1 � xβζfg (β,y)√
γ2(fg,β,y)

1
u.

���� ������������ 
��� x ≥ y ≥ (log x)
1

1−θ , u ≥ u0, �� 


1

2iπ

β+i/ log y∫
β−i/ log y

ζfg (s, y)
xs

s
dss =

xβζfg (β, y)

β
√
2πγ2(fg, β, y)

(
1 +Oδ,ε

(
1

u

))
.

�
������������ ��� 	&��
 � �
 �)��
 �
 �
 *


�� !��#� �� �

������ Sfg (x, y) =
1

2iπ

β+iT∫
β−iT

ζfg (s, y)
xs

s
ds+Oδ,ε(R1),
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��

T = R20(x, y), R1(x, y) = xβ
∑

P (n)≤y

fg(n)

nβ
(
1 + T

∣∣log ( xn)∣∣)
��

R0(x, y) = exp
(
−(log y) 32−ε

)
+ exp

(
−c1

u

(log u)2

)
.

�	

u ≥ (log log y)2, �
 � R0(x, y)�
1

βu
√

γ2(fg, β, y)
.

�
 
�	��
� �� ���� ��	
�

���
� ��� ��

 ���� �
 ��
��� ���

R1(x, y)� xβζfg (β, y)
1√
T
.

��	�	
�
� �� ����	��� �
�	���	�
 �� �� �����
	�	�
 �� � �
 �!�	�
�

β−i/ log y∫
β−iT

ζfg (s, y)
xs

s
ds � xβζfg (β, y)

T∫
1/ log y

exp
(
− c2ut

2

(1−β)2+t2
)

β + t
dt �

� xβζfg (β, y)

⎛⎜⎝ ε1∫
1/ log y

exp
(
− c2ut

2

2(1−β)2
)

β + t
+

T∫
ε1

exp(−c2u/2

β + t
dt

⎞⎟⎠ ,

�� ε1 = max
(
|1− β|, 1

log y

)
.

"����

ε1∫
1/ log y

exp
(
− c2ut

2

2(1−β)2
)

β + t
dt � exp

(
− c2u

2(1− β)2(log y)2

)
log y

��
T∫

ε1

exp(−c2u/2)

β + t
dt � exp(−c2u/2) log T,

�
 �

xβζfg (β, y)

T∫
1/ log y

exp
(
− c2ut

2

(1−β)2+t2
)

β + t
dt �

� xβζfg (β, y) exp

(
− c3u

(log u)2

)
log T � xβζfg (β, y)

1√
T
.
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β+iT∫
β+i/ log y

ζfg (s, y)
xs

s
ds � xβζfg (β, y)

1√
T
.

�� �������
 ������ �����
�

������ Sfg (x, y) =
1

2iπ

β+i/ log y∫
β−i/ log y

ζfg (s, y)
xs

s
ds+Oδ

(
xβζfg (β, y)

1√
T

)
.

����� �� ����� ����� �� ��� !������
 !�"#"��
�� ��� �� ������� ��

xβ
ζfg (β, y)

β
√

γ2 (fg, β, y)

1

u
,

�
 #�
#��� ���

���$�� Sfg (x, y) =
1

2iπ

β+i/ log y∫
β−i/ log y

ζfg (s, y)
xs

s
ds+Oδ

(
xβζfg (β, y)

β
√

γ2(fg, β, y)

1

u

)
.

%��� "��&�����
� ���
��
�
� �� ��� �'�� !��
� �� �� !��!������
 ��� �� ��
� ��
�("��'�� ��� �
 �"#�����

)��� s = β + it� �
 !��� "#����

ζfg (s, y)
xs

s
=

xβ

β + it
exp
(
log ζfg (s, y) + it log x

)
.

*� �����
�+� �� t = 0� �� 
������ �� ,�-��� . ������� � ��!�����

log ζfg (s, y) + it log x = γ0 + i(log x+ γ1)t−
γ2
2
t2 − i

γ3
6
t3 +O(γ4t

4)

��� �����������

∣∣∣ ∂4∂s4 log ζfg (s, g)∣∣∣ � γ4 !��� |t| ≤ δ1 =

1
log y 3

√
u
� �/ �
 � !��"

γl =
∂l

∂sl
log ζfg (s, y) �� !��
� s = β �� t = 0�

���!�'� �� !��!������
 ���� �
 �

γ3
6
t3 +O

(
γ4t

4
)
� 1

u
1
3

.

�� �������
 ���0� ��!����� log x+ γ1 = 0� )������ β � 1
log y , �
 � t

β � 1

u
1
3
�



��������� ��	
��
� ��� 

� 
���
�� ���

����� 1
β+it =

1
β

(
1− it

β +O
(
t2

β2

))
�� exp

(
−iγ36 t

3 +O
(
γ4t

4
))
= 1−iγ36 t

3+

+O
(
γ23t

6 + γ4t
4
)
.

	
� �
��������

ζfg (s, y)
xs

s
= ζfg (β, y)

xβ

β
e−γ2

t2

2

(
1− it

β
− i

γ3
6
t3 +O(γ23t

6 + γ4t
4 + β−2t2)

)
.

�� ���
��� �� �������
��
� ���������� �� �
 ������� �� ��������
�� ����� �
����
�
���
��� ���

Sfg (x, y) =
xβζfg (β, y)

2πβ

δ1∫
−δ1

e−
γ2t

2

2 v(t) dt+Oδ,ε

(
xβζfg (β, y)

β
√

γ2(fg, β, y)

1

u

)
,


� v(t) = 1 +O(γ23t
6 + γ4t

4 + β−2t2)�

�
 ���
��
�
∫ +∞
−∞ e−

γ2t
2

2 dt =
√
2π
γ2

��������

Sfg (x, y) =
xβζfg (β, y)

β
√
2πγ2(fg, β, y)

(
1 +Oδ,ε

(
e−c2γ2δ

2
1+

1
u

))
�������

∫ δ1
−δ1 e

− γ2t22 (v(t)− 1) dt � 1
u
√
γ2
�

�
��� e−c2γ2δ
2
1 + 1

u � 1
u � 
� �
����� ���

Sfg (x, y) =
xβζfg (β, y)

β
√
2πγ2(fg, β, y)

(
1 +Oδ,ε

(
1

u

))
. �

���������� �	
	 ���������	�
 ���� y ≥ (log x)
1

1−δ , u ≥ (log log y)2
 �� �

Sfg (x, y) = G1(β, y)θ(x, y)

(
1 +Oδ,ε

(
1

u

))
.��� �!

��
����������	 "� ������� �
 ���
��
� ζfg (s, y) = ζ2(s, y)G1(s, y) �� ��� ����#
�
��
��

θ(x, y) =
ζ2(β, y)x

β

β
√
2πη2(β, y)

(
1 +Oε

(
1

u

))
,

γl (fg, β, y) = ηl(β, y)

(
1 +Oδ

(
1

u

))
, 1 ≤ l ≤ 3. �
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