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Abstract. In 1998, the American Mathematical Monthly journal pub-
lished a problem [1] that could not be solved by any reader of the journal
but the author [2]:

(Po) : Let a, b be natural numbers greater than 1. Suppose that a™ — 1
divides b™ — 1 for every positive integer n. Prove that b = a* for some
positive integer k.

The author’s solution was short and elementary, but the background was
not clearly exposed. Today this problem is a classic, especially known by
the Mathematical Olympiads’ participants.

In this paper, I will generalize the result of (Po), by examining when we
can have P(a™,n)|Q(b", n) for all n large enough, with a, b in Z\{—1;0;1}
and P(X,Y), Q(X,Y) in Z[X,Y].

I will focus on the case where P = () and thus etablish that:

e If P(X,Y) cannot be written as P(X,Y) = U(X)V(Y), with
(U, V) € Z[X] x Z[Y], and if for all n large enough P(a™,n)|P(b™, n),
then b = +a.

e If P € Z[X] is not a monomial and if for all n large enough,
P(a™)| P(b™), then there exists k € N* such that b = +a”

I will take advantage of the theorem known as Hadamard Quotient
Theorem concerning linear recurring sequences.

1. Introduction : le Théoréme du Quotient de Hadamard

Rappelons brievement ce que sont les suites récurrentes linéaires et la pro-
priété classique qui les caractérise (pour une introduction aux suites récurrentes
linéaires, on peut consulter [3]).
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Définition 1. Une suite complexe (uy, )n>n est dite récurrente linéaire lorsqu’il

existe un entier k > 1 et des complexes t1,--- ,t tels que :
k—1

(1) Vn 2 N, Uy = Ztiunﬂ-
i=0

Propriété 1. Une suite compleze (up)n>n non constante égale a 0 est récur-
rente linéaire si et seulement s’il existe un entier m > 1, des complexes non
nuls et deux a deux distincts 01,--- |0, et des polynémes non nuls Py,--- , Py,
a coefficients complezes tels que :

(2) Vn =N, u, =»_ P;i(n)o}

Remarque 1. (a) Si (u,) est une suite vérifiant (1), chaque 6; est une racine
k=1
du polynéme caractéristique R = X* — 3" ¢;X*. De plus, le degré de chaque

i=0
P; est strictement inférieur a la multiplicité de 6; comme racine de R.

(b) Les suites (nP0"), -y, (p,#) € N x C* formant une famille libre dans le
C—espace vectoriel des suites complexes, la décomposition de (u,,) sous la forme
(2) est unique, a l'ordre des termes pres. J'appellerai celle-ci forme réduite.

(¢) La remarque précédente entraine en particulier que si 6y,--- ,6,, sont
des complexes non nuls et deux a deux distincts et Py, --- , P, des polynomes

m
a coeflicients complexes tels que pour tout n > N, Pj(n)@‘ = 0, alors
j=1

P=-=P,=0.

Si (un,) et (vy,) sont deux suites récurrentes linéaires, la propriété précédente
montre que le produit (u,v,) donne également une suite récurrente linéaire. En

(o . Un , . . < s .
revanche, en général, le quotient [ — | n’est pas une suite récurrente linéaire
n

(considérer par exemple v, = 1 et u, = n), méme si, & condition d’ajouter une
hypothese forte, la propriété devient valide :

Théoréme du Quotient de Hadamard: Soient (uy)n>n €t (Vp)n>n deux
suites complexes récurrentes linéaires, on suppose que pour toutn = N, u, # 0

Un Un . . .,
et — € Z. Alors ) est une suite récurrente linéaire.
Un, Un /) >N

Remarque 2. Ce résultat a été conjecturé par Charles Pisot dans les années
1950 et démontré entierement par Van der Poorten dans les années 1980, grace a
des arguments pointus d’analyse p-adique (pour un énoncé général accompagné
d’une démonstration compléte, voir [5]).
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Comme me l'a signalé Jean-Paul Bézivin, le théoréme précédent permet
d’apporter une solution courte au probléeme (Py). Posons en effet u, = a™ — 1
et v, = b™ — 1. Les suites (uy,) et (v,) étant récurrentes linéaires, le Théoreme
du Quotient de Hadamard entraine 'existence d’'un N € N tel que la suite

b —1
( — 1) est récurrente linéaire. Il existe donc m € N*, des complexes
" =1/ N

non nuls et deux & deux distincts 6, -+ ,0,, (supposons que |0,,]| = --- > |61])
et des polynoémes non nuls Py, --- , P, de C[X] tels que pour tout n > N,

a” —1 =
d’ou pour tout n > N,
bt —1= Pi(n)(ab))" = Pi(n)6}
j=1 j=1

Comme a > 1et |0,,| > --- > |01], aprés avoir mis sous forme réduite le membre
de droite de I’égalité précédente (voir remarque 1.b), les termes Py, (n)(af,,)"
et —P;(n)f} demeurent intacts, et vu le membre de gauche, ce sont les deux
seuls qui restent ; on a donc a#,, = b et §; = 1. Les autres termes se sont
compensés dans la réduction, ce qui implique en particulier que les ensembles

{aby1,--- a1} et {02, - ,0,,} sont égaux (dans le cas particulier oum =1,
m—1

on a simplement a = b). On a par conséquent [] (ab;) = H 0;, doub=am
j=1

ce qui résout le probleme Py.

Dans la suite, nous allons généraliser en appliquant le Théoreme du Quotient
de Hadamard au cas ot u,, = P(a™,n) et v, = Q(b",n), avec P, Q dans Z[ X, Y]
et a, b dans Z\{—1;0;1}.

2. Généralisation du probleme Py

Dans ce qui suit, si U et V sont dans Z[X] (resp. Z[X,Y]), j’écrirai U |V
pour indiquer que U divise V dans Q[X] (resp. Q[X,Y]).
D’autre part a et b désigneront deux éléments de Z\{—1;0;1}
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2.1. Etude du cas olt P(a™,n) divise Q(b™,n)

Dans cette partie P, ) désigneront des polynomes de Z[X, Y], qui ne sont

P _ q .

pas dans Z[Y]. On notera P(X,Y) =Y P(Y)X'et Q(X,Y) = > Q,;(Y)X/,
i=0 §j=0

avec p =degyx P et ¢ = degx Q.
Nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires:

Lemme 1. Soient m € N*, ¢1,--+ , ¢, des réels non nuls et 01,--- ,0,, des

rationnels non nuls et deux a deux distincts. Si pour tout n € N assez grand,
m

on a ekl € Z, alors Yk € [1;m], 0 € Z et ¢, € Q.
k=1
Démonstration. On raisonne par récurrence sur m.

— La propriété est clairement vraie si m = 1.
m—+1

— Supposons que la propriété soit vraie au rang m > 1let que > ¢} € Z,
k=1

U
pour n > N. En notant 6,,11 = — (u, v dans Z*), on a pour n > N:
v
m m+1 m—+1
ch(u —v0p)0) =u Z cply —v Z 07t € 7.
k=1 k=1 k=1

L’hypothése de récurrence montre alors que pour tout k € [1;m], 0x € Z et
Ccr € Q

/
. . u

De la méme fagon, si on note ¢; = — (u’, v' dans Z*), on a pour tout
v

m—+1
n>=N, > cp(u —v'0;)0; € Z et 'hypothese de récurrence montre que pour

k=2
tout k € [2;m + 1], Ok € Z et ¢, € Q. On a finalement 65 € Z et ¢ € Q pour
tout k € [1;m + 1], ce qui prouve la proposition au rang m + 1. |

Lemme 2. Soit o € Q\{1} et H € R[X] tel que aH(X + 1) — H(X) € Q[X],
alors H € Q[X].

Démonstration. Notons H(X) = anj et pour 0 < j < m, b; le coef-
=0
ficient de X7 dans le polynome aH(X + 1) — H(X). On a b; = (o — 1)a; +

m 1 «a m
+a > (’;) ay, d’olt a; = b1 > (]j)ak Par hypothese, a et les
k=j+1 @ — = L g=j+1
. 1 . ,
b; sont rationnels donc a,, = ——b,, € Q et un raisonnement par récurrence

a—1
descendante permet de prouver que a,,_1 € Q,--- , a9 € Q. [ |
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Lemme 3. Soit H € R[X] de degré d > 0. On suppose qu’il existe des ra-
tionnels 1o, -+ ,rq deux & deux distincts tels que pour tout k € [0;d],
H(ry) € Q, alors H € Q[X].

d
Démonstration. On a H(X) = Y H(ry)Li(X), avec
k=0
X — T
Lk == H € Q[X]v
. Tk — T4
i€[0;d]\{k}
donc H € Q[X]. |
Lemme 4. Soient m € N*, Ry,--- | Ry, des éléments non nuls de R[X] et
01, ,0,, des rationnels non nuls et deur a deux distincts. Si pour toutn € N
m
assez grand, on a Y, Ry(n)0} € Z, alors Vk € [1;m], 6 € Z et Ry € Q[X].

k=1

m
Démonstration. On raisonne par récurrence sur s = » . deg Ry.
k=1
— Si s =0, le lemme 1 permet de conclure.

— Admettons que la proposition soit vraie au rang s > 0 et supposons que
m
> degRr =s+1.
k=1

u

Soit j € [1;m] tel que deg R; > 1 ; notons 6; = — avec (u,v) € (Z*).
v

Pour tout n assez grand, on a

m

v ZRk(n +1)optt — uZRk(n)HZ €7,
k=1 k=1

soit

> Hi(n)by € Z,
k=1

0
en posant Hy = u [;Rk(X—i— 1) — Rk(X)} On a degH; = degR; — 1 et
J
deg Hy, = deg Ry, lorsque k # j. Par conséquent, Y. deg Hy, = s et 'hypothese
k=1

de récurrence s’applique : on a donc pour tout k € [1;m], Hp € Q[X] et
Op € Z. Si k € [1;m]\{j}, on déduit du lemme 2 que Rj;, € Q[X]. Pour finir,
remarquons que pour tout n assez grand,

R;(n)87 = Ri(n)0p — > Re(n)6y € Q,
k=1 k#j
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ce qui prouve que R;j(n) € Q pour tout n assez grand et donc que R; € Q[X],
d’apres le lemme 3. |

Lemme 5. Soient s € R* et R € R[X,Y] tels que pour tout n assez grand,
R(a™,ns) =0, alors R = 0.

m

Démonstration. En posant R(X,Y) = " R;(Y)X7, on obtient pour tout n
§=0

m . .
assez grand, Y R;(sn)(a?)™ = 0 et comme les a/ sont non nuls et deux & deux
§=0

distincts, la remarque 1.c entraine que R;(sX) = 0 (et donc que R; = 0) pour
tout j € [0;m]. [ ]

Nous pouvons maintenant prouver le résultat principal de cette partie :

Théoréme 1. Si P n’est pas un monéme en X (c’est a dire ne s’écrit pas
sous la forme H(Y)XP avec p € N et H € Z[Y]) et si pour tout n € N assez
grand, on a P(a™,n)|Q(b"™,n), alors il existe (s,t) € (N*)? tel que s < degy Q,
b* =a' et P(X5,Y)|Q(X'Y).

Démonstration. Posons i = min{i € N | P,(Y) # 0} et jo = min{j €
N|Q,;(Y) # 0}; il est important de noter pour la suite que ig < p, car P n’est
pas un monome en X.

Remarquons que si n € N,

P q
P(a",n) =Y Pi(n)(a)" et QO")=>_ Q;(n)®)",
1=10 J=Jjo
donc les suites (P(a™,n)) et (Q(b™,n)) sont récurrentes linéaires. D’apres le
Théoreme du Quotient de Hadamard, il existe donc N € N tel que la suite

(W

) soit récurrente linéaire. On en déduit qu’on a, pour tout
n>N

P(a™,n)
n>=N,
QU™ n) _ -

3 - = R 0y

(3) Plann) Z k()0

ou 01, ,0,, sont des complexes non nuls et deux a deux distincts (supposons
que |01] < -+ < |0m]) et Ry, -+, Ry, des polyndémes non nuls & coefficients
dans C.

Nous allons montrer successivement que:

b
(i) V k € [1;m], 0k est de la forme —, ot i et j sont des entiers tels que
o ) ] a
t2ipet jo<J<q,
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(ii) il existe (s,t) € (N*)? tel que s < degQ et b° = a,
(i) V k € [1;m], P, € Q[X] et 0, € Z*,
(iv)on a P(X5Y)|Q(X!Y).

(i) L’égalité (3) s’écrit

(4) > Qim)®)" =" Pi(n)Ri(n)(a'6y)"
J=Jjo k=1 i=ig

Soit (k,i) € [1;m] x [io; p] tel que (k,i) # (m,p). Dans le cas oli i < p, on
a |a0;| < |aPOx| < |aPb,,| et dans celui ot i = p, on a k # m, d’ott Oy # Op,.
Dans les deux cas, on a a'f), # aP8,,. Un raisonnement identique montre que
si (k,i) # (1,49), alors a'@y, # a™0;.

Par conséquent, apres réduction du membre de droite de (4), les termes
Py(n)Ryn(n)(a?0,,)" et Piy(n)Ry(n)(ai6,)"

demeurent intacts. Vu le membre de gauche de (4), on en déduit que a?8,, = b?
(en effet, dans le cas contraire on aurait a”6,, = b avec j < q et il existerait
(ki) € [1;m] x [io; p] tel que b7 = a'fy, d’ou |a*O| = |b|? > |b = |aPb.,]|, ce

be

qui est impossible); de la méme facon, on tire que a®#; = b%°. Ainsi, 6,, = —
a
pio
et 01 = —.
a'o
Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe &k € [1;m] tel que 6; ne
b
s’écrive pas sous la forme —, avec i > ig et jo < j < ¢. Considérons k; le plus
a
grand de ces entiers k (On a donc ig < k1 < m). Apres réduction du membre
de droite de (4), il ne peut pas rester de terme de la forme H(n)(a?0y,)™ avec
H € C[X]\{0} (sinon, vu le membre de gauche de (4), on aurait aPfy, = ¥’
pour un certain j € [jo;¢], ce qui est impossible). Par conséquent, il existe
un i € [ig;p] et un entier k tel que k1 < k < m avec a?fy, = a'fy. Or, vu le

7

caractere maximal de k1, il existe i’ > ig et j' € [jo; ¢] tels que 0 = —;, d’ott
a
b’ . . :
O, = —T avee ' +p—1>1 >, ce qui est absurde et achéve de prouver
pr -

(i)
(ii) Remarquons qu’apres avoir réduit le membre de droite de 1’égalité (4),
deux cas de figure se présentent:

— Il reste un terme de la forme H(n)(a?01)" avec H € Q[X]\{0}. Dans ce

cas, vu le membre de gauche de (4), il existe j € [jo; q] tel que aPh; = b7, et
bio

comme ¢; = —, on obtient b* = at
a

avect =p—ip = 1let s=j—jog € [1;q].
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— Dans le cas contraire, il existe k et i tels que 1 < k <metig <i<p
, b
vérifiant a?0; = a'0y. Or d’apres (i), on a 0y = —, ol 4’ > ig et j € [jo; q], ce
a
qui permet d’obtenir b* = a', avec t =p—i+1i —ig > 1l et s =j— jo € [1;4]-
Q™)
= P(a™)
on vient de prouver que les 0 étaient rationnels, les polynomes Rj sont a
coefficients réels. On peut alors appliquer le lemme 4, qui permet d’établir que
pour tout k € [1;m], R € Q[X] et ) € Z.

bIk
(iv) Posons 0y = i avec i =i et jo < jr < ¢, pour k € [1;m]. On a

m
(iii) On a pour tout n > N, > Ri(n)op = € Z, donc comme
k=1

07 = a*F avec py = tj — sig; notons que ug € N car 6y € Z*, donc |a|** > 1.

En substituant ns & n dans (3), on obtient pour tout n > N,

soit, pour tout n > N,
R(a",ns) =0,

en posant R(X,Y) = P(X*Y) Z Re(Y)XH — Q(X'Y) € Q[X,Y]. Le
k=1
lemme 5 montre alors que R = 0 et donc que P(X*,Y)|Q(X',Y). ]
Remarque 3. (a) Une conséquence est qu'on a degy P < degy Q et lorsque
degy P = degy Q, il existe R € Q[X] tel que Q(X*,Y) = R(X)P(X5,Y).
(b) Le point précédent implique en particulier que si S € Z[X]\{0} et
P(n,a™)|S(b™) pour tout n assez grand, alors P € Z[X].

Le théoreme 1 entraine par exemple la généralisation de la propriété Py
dans une premiere direction :

Propriété 1. Soient Py, P1, Qo et Q1 dans Z[X]| avec Py, Py et Q1 non nuls.
Si pour tout n € N assez grand, on a Pi(n)a™ + Po(n) | Q1(n)b™ + Qo(n), alors
il existe t € N* tel que b= a' et QoP{ = (—1)""1 Q1 F{.

Démonstration. Il suffit de prendre P(X,Y) = P (V) X+ P (V) et Q(X,Y) =
= @Q1(Y)X + Qo(Y). Comme P(a™,n)|Q(b™,n) pour tout n assez grand, le
théoréme 1 montre qu’il existe t € N* tel que b = a’ et

PI(Y)X + Py(Y) | Q1(Y) X"+ Qo(Y).

En particulier si y € R, le polynome P;(y)X + Py(y) divise Q1(y) X" + Qo(y)
Py(y)
Pi(y)

dans R[X]. Siy n’est pas une racine de Py, — est une racine de Py (y) X +
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t
+Py(y), donc également une racine de Q1(y) X*+Qo(y), d’ott Q1 (y) { i(l) Ez;] +

+Qo(y) = 0. Le polynome Q1(—Py)! + QoP} possede donc une infinité de
racines, ce qui prouve qu’il est nul. |

Remarque 4. Sion suppose les polynéomes Py et P; premiers entre eux et leurs
contenus également premiers entre eux, la réciproque de la propriété précédente
est vraie. En effet comme QoPf = (—1)'T1Q1 P, il est facile de voir que P}
divise @Q; dans Z[X]. Orsin € N, on a

Pi(n)'[@Q1(n)a"™ + Qo(n)] = Q1(n)[(P1(n)a™)" — (—Po(n))"],
donc comme Py(n)!|Q1(n), on a pour tout n € N qui n’est pas racine de Py,
Pi(n)a™ + Po(n) | (Pi(n)a™)" — (=Po(n))" | Qi(n)a’™ + Qo(n).

2.2. Etude du cas ot1 P(a™) divise P(b™)

Dans cette partie, P désigne cette fois un polynoéme a coefficients entiers.

Lemme 6. Si P n'est pas un monéme, et si (t,s) € (N*)? est tel que t # s et
P(X*)| P(X"), alors les racines non nulles de P sont des racines de ['unité et
s|t.

. . t . . .
Démonstration. Posons h = —. Si & = re'? est une racine non nulle de P
s

(r € Ry et € R*) alors rre't est une racine de P(X*®) donc de P(X?), ce
qui prouve que r"e'" est aussi une racine de P. Une récurrence sur n montre
alors que pour tout n € N, &, = 7" e""? est une racine de P. Or, P possédant
un nombre fini de racines, il existe deux entiers naturels distincts ny et ngy tels
que &,, = &,,, cest-a-dire tels que """ = 7" et k™10 = h™20[2x]. Comme
h # 1, cela implique que r = 1 et 6 € 7Q*, et donc que £ est bien une racine
de l'unité.

Notons 6 = %T avec (p,q) € (Z*)%. La suite (£,)nen ne prenant qu’un

nombre fini de valeurs, elle possede une sous-suite constante (£, ),cy- On a
alors Vk € N, h"=0 = h™ 0 [2r]. Si M est un entier tel que h"™ M € Z*, on a
alors Vk € N, h"spM € Z*, ce qui prouve que h € N* et donc que s|t. |

J’utiliserai & plusieurs reprises le résultat suivant :

Lemme 7. Soient A un anneau commutatif, m € N*, U et V des éléments de
A[X] tels que U(X™) divise V(X™) dans A[X], alors U divise V' dans A[X].
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Démonstration. Soit W € A[X] tel que V(X™) = U(X™)W(X). Notons
d
W(X) =S a; X' et Wo(X) = > a; X% il existe T € A[X] tel que Wo(X) =

=0 m|i

T(X™). On obtient alors
(5) V(X™) = UX™T(X™) = UX™)[W(X) = Wo(X)]

Apres avoir réduit les deux membres de ’égalité précédente, on voit que celui
de gauche s’écrit sous la forme > apX* avec a € A et E C mN, alors que

keE
celui de droite s’écrit sous la forme Y. B, X* avec B, € A et F C N\mN. On
keF
en déduit que les deux membres de 1’égalité (5) sont des polyndmes nuls, d’olt
V(X™) =U(X™)T(X™), ce qui prouve que V(X) = U(X)T(X). |

Propriété 2. Si P n’est pas un monéme et si pour tout n € N assez grand, on
a P(a™) | P(b"), alors il existe h € N* tel que b = +a” et P(X)|P(X").

Démonstration. D’apres le théoréme 1 (voir aussi la remarque 3.a qui suit),
il existe (s,t) € (N*)? tel que b° = a' et P(X®)| P(X?!). Sis=t¢, onab= +a,
donc h = 1 convient. Si s # t, on peut appliquer le lemme 6 qui permet de
déduire que t = hs avec h € N* ; on a alors b = +a” et P(X®)| P(X*"), d’ot
P(X)|P(X") (voir lemme 7). ]

Remarque 5. Dans le cas ot b = a” (ce qui arrive par exemple lorsque a et b
sont positifs), la réciproque de la propriété 2 est vraie. En effet, comme P(X)
et P(X") ont méme contenu, P(X) | P(X") est une relation de divisibilité dans
Z[X]. Sib=a" et P(X)|P(X"), on a donc pour tout n € N, P(a") | P(a™) =
P(bm).

D’apres le lemme 6, lorsque P(X) | P(X") avec h > 2, les racines non nulles
de P sont des racines de l'unité. Afin de préciser la propriété 2 dans le cas ou
P est irréductible dans Q[X], nous aurons besoin des polynémes cyclotomiques
(voir [4] pour leurs propriétés de base).

Si m € N*, on notera ®,, le m—ieme polynéme cyclotomique sur Q.

Rappelons que si m = 0[4], on a ®,,(X) = D, /5(X?).

Lemme 8. Soit (m,h) € (N*)? ; alors ®,,(X)|®,,(X") si et seulement si
pged(h,m) = 1.

Démonstration. &, étant le polyndme minimal de el sur Q, on a:
. . j27 . N .

@, (X) | @, (X") si et seulement si el est une racine de ®,,(X"), c’est-a-dire

si et seulement si el " est une racine de ®,,, ce qui équivaut a pged(h, m) = 1.

|
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Remarque 6. D’aprés le lemme 6, si P € Z[X] est unitaire et vérifie
P(X)|P(X") avec h > 2, les racines non nulles de P sont des racines de
I'unité. Le polynéme P est alors nécessairement de la forme X ¢ 11 @:m,, avec
i=1
d € N, n € Netm; € N'. Méme s’il ne semble pas facile d’expliciter la
forme générale des couples (P,h) tels que P(X)|P(X"), le lemme 8 montre
néanmoins que si P(X) = X9 [[ ®,,,(X) et si h est premier avec chacun des
i=1
m;, alors P(X)|P(X"). Précisons qu'on peut trés bien avoir P(X) | P(X")
sans que h soit premier avec chacun des m;, comme par exemple lorsque h = 2
et P = &304, (on peut vérifier dans ce cas que P(X") = (®3PsP12P24)(X)).

Lemme 9. Soit m € N* ; &, posséde deux racines opposées si et seulement
sim = 0[4].

Démonstration. Soit ¢ une racine de ®,, ; il existe un entier p premier avec
i(2p+m)w

m tel que £ = em%, d’'ou —§{ =e = . Si —£ est une racine de ®,,, il existe
donc un entier ¢ premier avec m tel que 2p + m = 2q, ce qui entraine que m
est pair, donc que p et ¢ sont impairs et finalement que m est divisible par 4.
Réciproquement, si m = 0[4], on a ®,,(X) = <I>m/2(X2) donc si € est une
racine de ®,,,, —& en est une également. |

Nous utiliserons également le résultat suivant :

Lemme 10. Soient P, et Q1 deux polynomes a coefficients dans Z avec
degP, > 1 et deg@1 = 1. S’il existe une infinité d’entiers relatifs n tels
que Pi(n)|Q1(n), alors Py | Q.

Démonstration. Soit Q1 = SP; + R l'identité de division euclidienne de Q4
par P; dans Q[X]. Il existe @ € N* tel que aS et aR soient & coefficients
dans Z. Comme aQi(n) = aS(n)Pi(n) + aR(n), on en déduit que aR(n) est
divisible par P;(n) pour une infinité d’entiers n, ce qui prouve que R est nul,
car deg P, > deg R. |

Propriété 3. Soit m € N* tel que m # 0[4] (resp. m = 0[4]). Alors les deux
assertions qui suivent sont équivalentes :

(i) Pour tout n € N assez grand, ®,,(a™)| P, (0")

(ii) 11 existe un entier h premier avec m tel que b = a" (resp. b= +a")

Démonstration. Si (i) est vrai, la propriété 2 montre qu’il existe h € N* tel
que b = +a" et ®,,(X) | ®,,(X"). D’apres le lemme 8, on a donc pged(h, m) =
=1
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Supposons que b = —a" et montrons que m = 0[4]. Pour tout n assez
grand, on a ®,,(a?"*1)|®,,(b*"*1), soit ®,,(a®" 1) |®,,(—a" D) ou en-
core Py(a®" )| Q1(a®" ) avec Pi(X) = @, (X) et Q1(X) = @y (—X"). Le
lemme 10 entraine alors que ®,,(X)|®,,(—X"). Posons £ = el ; £ est une
racine de ®,,, donc comme ®,,(X) divise ®,,(X") et ®,,(—X"), &" et —&" sont
des racines de ®,,,, ce qui prouve bien, en vertu du lemme 9, que m = 0[4].

Réciproquement, supposons que (ii) soit vrai. D’apres le lemme 8, on a
®,,(X) | ®,,,(X"), cette relation de divisibilité ayant lieu dans Z[X], car ®,, est
unitaire et & coefficients dans Z. Cela entraine que : Vn € N, ®,,(a") | ®,,(a™").

- Sib=a", on abien ®,,(a")|®,,(b").
-Sib=—a"et m=0[4],ona ®p,(b") = P (") = P (a®") = By, (a™").
On a donc également ®,,(a™) | @, (b™). |

Exemple 1. Dans le cas ot n = 3, on obtient par exemple le résultat suivant:

a® +a" +1|b?" +b" + 1 pour tout n assez grand, si et seulement s’il existe

un entier h non divisible par 3 tel que b = a”.

2.3. Etude du cas ol1 P(a™,n) divise P(b™,n)

Dans cette partie, P désigne un polynéme de Z[X,Y] qui n’est pas dans
d ) p )
Z[X]. On notera P(X,Y) = > m;(X)Y’ = > P(Y)X", avec d = degy P et
§j=0 i=0
p=degy P.

Lemme 11. Soient h > 2 un entier et R, S des polynomes de Q[ X|\{0} tels
que R(X)S(X") = S(X)R(X"), alors il existe A € Q* tel que S = \R.

Démonstration. Soit @ = pged(R,S) ; on a S = QS; et R = QR; avec
S1 et Ry dans Q[X]\{0} tels que pged(S1,R1) = 1 (on a donc également
pged(S1(X"), Ri(X")) = 1). Comme R;(X)S;(X") = S1(X)Ri(X"), on a
R1(X")| R1(X), ce qui prouve que deg R; = 0 et donc qu'il existe A\ € Q* tel
que S = A\R. [ |

Propriété 4. On suppose que P n’est pas un mondme en X et que |a| # |b|.
Si P(a™,n)| P(b™,n) pour tout n € N assez grand, alors il existe U € Z[X],
V € Z[Y] et un entier h > 2, tels que b = +a", P(X,Y) = UX)V(Y) et
UX)|UX™M).

Démonstration. D’apres le théoréme 1, on sait qu'il existe (s,t) € (N*)2
tel que b* = a' et P(X*,Y)|P(X"Y). Notons que s # t car |a| # |b]. Si
y € N n’est racine d’aucun des coefficients P; non nuls, le polynéme P(X,y) de
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Z|X] n’est pas un monoéme. Donc comme P(X?,y) divise P(X?,y) dans Q[X],
t
le lemme 6 entraine que h = — € N* (remarquons qu’on a alors b = +a").

s
Puisqu’on a P(X*,Y) | P(X*",Y), on déduit du lemme 7 que P(X,Y) | P(X",Y)
et donc qu’il existe H € Q[X]\{0} tel que

P(X"Y)=H(X)P(X,Y),

c’est-a-dire

u

d

> i (XMYT =Y H(X)m(X)Y.

j=0 =0

Pour tous j; et jo dans [0;d], on a donc
i (X)ﬂ-jz (Xh) = T (X)ﬂ'jl (Xh)a

ce qui montre, en vertu du lemme 11, qu’il existe U € Q[X]\{0} et Ao, -+, A4
dans Q (avec \; # 0 si et seulement si 7; # 0) tels que pour tout j € [0;d],

d d
On obtient alors P(X,Y) = > m;(X)Y? = U(X)V(Y),avec V(Y) = Y \; Y,
=0 =0
et comme P(X"Y) = H(X)P(X,Y), on a U(X") = H(X)U(X), ce qui
prouve que U(X) |U(X").

Notons que P étant a coefficients entiers, on peut faire en sorte que U et V

. . . . : 01
aient aussi leurs coefficients entiers, en les remplagant respectivement par 5—U
2

0 . . . .
et 5—2‘/, ou &1 (resp. d2) est le plus petit multiple commun des dénominateurs
1

des coefficients non nuls (mis sous forme irréductible) de U (resp. V). |

Voici une conséquence immédiate:

Propriété 5. Si P(X,Y) n'est pas du type U(X)V(Y) avec (U, V) dans Z[X] x
Z[Y] et si P(a™,n) | P(b™, n) pour tout n assez grand, alors b = *a.

Remarque 7. Dans le cas ou b = —a, P(X,Y) est nécessairement du type
R(X?Y) ou XR(X2Y) avec R € Z|X,Y].

En effet, supposons que P(a™,n)| P((—a)™, n) pour tout n assez grand. Notons
e = (—1)P et raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe i; € [0;p] de
parité différente de celle de p tel que P;, # 0; choisissons ¢; maximal. On a
pour tout n assez grand

P(a® 7t 2n+1) | P(a® T, 2n 4 1) —eP(—a®"" 2n + 1),
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et en notant f(n) = P(a®>"! 2n + 1) — eP(—a®"*1,2n + 1), on peut vérifier

que 4
f(n) ~ 2P, (2n 4+ 1)a® i (n - 400).

Comme
P(a**1 20 +1) ~ P,(2n + 1)a®" P (n — +00),

cela contredit le fait que P(a®*"*!,2n + 1) < f(n) pour tout n assez grand.

Note: je tiens a remercier Jean-Paul Bézivin pour son aide précieuse.
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