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SUR UN PROBLEME D’ERDOS ET KATAI

A. Smati (Limoges, France)

Au Professeur Imre Kdtai pour son 70e anniversaire,
ce travail est dédié avec respect et admiration

Abstract. Let di(n) = d(n) be the function number of divisors of the
integer n > 1. For all integer k > 2, we denote by di(n) = d(dg—1(n))
the iterated k-fold of d(n). In this paper, we give the maximal order of the
function w(dg—1(n)), number of prime divisors of d_1(n) and we improve
a result of Erdés and Kéatai on the maximal order of di(n).

Résumé. Désignons par dq(n) = d(n) la fonction nombre de diviseurs de
Pentier naturel n > 1. Pour tout entier £ > 2, on note dig(n) = d(dx—1(n))
la k-iéme itérée de d(n). Dans cet article, nous déterminons ordre maximum
de la fonction w(dy—1(n)), nombre de diviseurs premiers de di_1(n) et nous
améliorons un résultat d’Erdds et Katai sur 'ordre maximum de di(n).

1. Introduction

En 1907, S. Wigert, (cf. [7]), étudie 'ordre maximum du nombre de
diviseurs d(n) de lentier naturel n > 1. Il a montré que, pour tout € > 0
et n suffisamment grand,

log n
d(n) < ¢1+o)los2 Tog Tog

et, pour une infinité d’entiers n,

log n

d(n) > e(l—e) log 2 Toglogm
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Ainsi, 'ordre maximum de log d(n) est la fonction

1
log2 18"
loglogn

En 1915, S. Ramanujan, (cf. [4] et [5] No.15 ), reprit cette étude dans
un long mémoire intitulé “Highly Composite Numbers”. Il a considérablement
amélioré en précision le résultat de Wigert. L’idée, majeure, de Ramanujan
est 'introduction d’une suite d’entiers attachée & d(n) dits nombres hautement
composés - c’est les entiers qui possedent plus de diviseurs que tout entier
les précédant - et d’une suite d’entiers, contenus dans la précédente, qualifiés
d’entiers hautement composés supérieurs qui lui ont permit d’obtenir des
améliorations de la formule de Wigert énoncée plus haut.

Notons dy(n) = d(n) et pour tout entiers k > 2,
dy(n) = d(dy—1(n))

la k-ieme itérée de d(n). Dans le méme article, cité plus haut, Ramanujan
s’intéresse aux itérées de d(n). Il détermine l'ordre de grandeur de dy(N) sur
la suite des nombres hautement composés en montrant que, pour N hautement
composé,

d(N) = (log N) s (08 108 o o8 N-4940 (st ))

ou v étant la constante d’Euler. Enfin, dans les dernieres lignes de cette article,
Ramanujan donne des bornes inférieures & l'ordre maximun de da(n) et dz(n)
posant, ainsi, implicitement le probleme de I’étude de l'ordre maximum des
itérées de d(n). Il note, notamment, en considérant les entiers de la forme
N =227133-1 pP~! que
do(n) > 41sToen

pour une infinité d’entiers n. Cependant, ce n’est qu’en 1969 que P. Erdés
et I. Katai, (cf. [1], [3]) posent le probleme général, c’est-a-dire celui de la
détermination de 'ordre maximum de la k-iéme itérée de la fonction nombre
des diviseurs et donnent une solution partielle, citée ci-dessous.

On pose
F1=0 Fp=1

et, pour tout entier k > 1, on note F}, le k-ieme terme de la suite de Fibonacci,
c’est-a- dire
Fp=Fy 1+ Fro.
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Ainsi, les sept premiers termes sont
=1 Fy=2 F3=3, F; =5, F5 =8, Iy =13, I, =21.

Erdoés et Katai ont montré que, pour tout entier k£ > 2 et pour tout € > 0, on
a, pour n suffisamment grand,

L.
di(n) < ellos™ o

et pour une infinité d’entiers n,

1 _

di(n) > ellogm) Tr

Enfin, P. Erdés et A. Ivié¢, (cf.[2]), reprennent, en 1989, I’étude de ce probleme
pour k = 2 et montrent que, pour une constante ¢ > 0 convenable et n assez

grand,
log1
da(n) < e VoER R

Notons par w(n) le nombre de diviseurs premiers de l'entier n. Dans cet
article, nous déterminons l’ordre maximum de w(di—1) et nous en déduisons
une amélioration du résultat d’Erdés et Katai sur 'ordre maximum de d(n)
pour tout k£ > 2. Dans la note [6], nous avons étudié le cas particulier k = 2 et
nous avons mis en évidence une amélioration du résultat d’Erdds et Ivié. Nous
obtenons, les résultats suivants.

Théoréme 1.1. Soit € > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement. On pose,
pour tout entier k > 2,

S 1/,
g (L34 Tkl S A
FTR 16 By Fony pI g ER

et
by =1,

by =1/v/32

Fi—3 1/
by = <( 2 ! > (k > 4).

3Fi—sFy1)? pie-c  FI,

1. On a, pour n suffisamment grand,
(logn)'/Fe

< -_
w(dg—1(n)) < (1+¢€) ag Toglog 1
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2. 1l existe une infinité d’entiers n tels que

w(dk—1(n)) > (1 —¢) by

Remarque 1.1. 1. La table suivante montre, a titre d’exemple, les
premieres valeurs des constantes ay, et by.

k 2 3 4 ) 6 7 8

Ey, 2 3 ) 8 13 21 34

ar 955,42 228,58 610,68 1637,27 3579,02 7354,68 13895,66
by 1 0,4807 0,5479 0,5267 0,5132 0,5071 0,5021

k 9 10
Fy, 55 89

ar  25115,95 43737,87
b 0,4996 0,4979

Tab. 1. Les neuf premieres valeurs des constantes aj et by

2. Asymptotiquement, on a (cf. Lemme 2.4 pour la démonstration), en posant

o LtVB
2
et

© Joo(l — (—d—2)i+2
j=3

) = 3 B O,
j=3

Hy (D) = Z log(1 — (q_);p—2)j—1>7
j=6

(@)3/@ 4<1>2 1 (®)—H2(®) gh+1 (k — o),

Sle

ap ~
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et

9 1/@S 12 ” 1 ?55(2:‘;)2 Hy (@)

3. On a les valeurs numériques suivantes:

1+5
= +\f:17618033...;

Hy(®) =0,001544...;
Hy(®) = —0,030892...;
H3(®) = 0,000364...
et
6

5 ()32 42° H1(®)~Ha2(®) _ 954 947785....

2 1/<I>3 g o 1 (1,55(((1;:11)2
<32> (5)" (@) e Hs(®) — 0 495266... .

Corollaire 1.1. Soit € > 0 un nombre réel, fixé arbitrairement et k un
entier, k > 2.

1. On a, pour n suffisamment grand,

di(n) < 3 (1) arliogm)!/ Tk

2. 1l existe une infinité d’entiers n tels que

(log )Y/ Fre
de(n) > 19 belog 258

Introduisons, quelques notations supplémentaires. Soit n un entier arbi-
traire et k£ un entier fixé, k > 2. On définit la suite

Ni,Na,...;Nj, ..., Nj
de la maniere suivante: on pose Ny =n et pour tout 1 < j < k-1
Nj = d(Nj1).

Ainsi, pour k > 2,

Nl = d(Ng) = d2(N3) = d3(N4) = ... — dk—l(Nk) = dk_l(n).
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Donc

On note
S =w(Ny)

le nombre de diviseurs premiers de N;. On a donc
S1 = w(dk—1(Ng)) = w(dk—1(n)).

Maintenant, nous allons montrer comment s’obtient le Corollaire 1.1.

Démonstration du Corollaire 1.1.

1. Pour k& > 2, on applique le Lemme 2.5, (cf. §2 ci-dessous), avec N;. On
obtient

(1) di(n) = di(Ny,) = d(Ny) < 3 ew(N)loglog N1
Ensuite, on reporte dans (1) I'inégalité 1 du Théoreme 1.1,

(log n)!/ "+
loglogn

W(N1) = w(di1(n)) < (1+€) a
et enfin, on remarque que
loglog N1 = loglog di_1(Ny) < loglog Ny = log logn.
2. Découle immédiatement de la remarque
di(n) > elo82 w(dk—1(n))
et de I'inégalité 2 du Théoreme 1.1.

La proposition suivante est le fondement de la méthode. C’est un raffine-
ment d’un lemme d’Erdés et Katai (cf. [2], Lemma, p.271).

Proposition 1.1. Soient k > 2 un entier et € > 0 un nombre réel fixé
arbitrairement. Supposons que pour tout entier j, 1 < j < k — 1, il existe un
entier naturel M;:

M;|N;

. iy , —1 ~y2—1 -1
dont la décomposition en facteurs premiers, M; = Q7' Q3> ... Q} ",
posséde, pour S1 assez grand, les proprietés suivantes

A>c; (1—e)Ffir=1 5151 (log §y)Fi-1-1,
(11) Ql Z Ej (1 — 6)Fj71 Sfj71(10g51)Fj71 (Z - 1727 --'aA>7

%> (1—ef-2 872 (log S)-2  (i=1,2,..., A),
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ol cj,¢j,¢; sont des constantes dépendant de j. Alors, on a l'une ou l'autre
des deux assertions suitvantes:

1.
F
log Nji1 > (Sl(log51)2) *

2. 1l existe un entier naturel M;iq:
Mj11|Njt1
dont la décomposition en facteurs premiers, M; 1 = Rfl_lerl... R%B_l,
posséde les proprietés suivantes
B> cji1 (1—e)fit S ’(log Sq)Fi—1,
(1.2) R; > Gy1 (1— o) 577 (log Sy)F (i=1,2, .. B),
B > (1—e)Fi-1 81 log $1)F—1 (i=1,2,..., B),

avec, pour 2 <3 <k—1,

1
CJ+1_8F Cj G
1. Ly
(1.3) Cj+1—8F ¢j¢ = Fj ¢jq1,
Cir1=¢ = Fj1 ¢,
et
1 _
Co=——101C
2 8Fk 1 €1,
~ 1 1 _ 1
Co == —— ¢1C] = = Ca,
2= 5 8F, T g ¢
Co = C1.

Les constantes c1,¢1,¢1 sont données dans le Lemme 2.2.
2. Lemmes

Lemme 2.1. Soit € > 0. Pour Sy assez grand, l’entier N1 posséde au
moins [S1/2] diviseurs premiers supérieurs a

1
5(1 — €)S1log 5.
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Démonstration. Ecrivons
Ny = st p i pe (S = w(N1), o 2 1),

la décomposition de Ny en produits de facteurs premiers. Alors, les facteurs
premiers de N7 suivants

D5y /2] < Psy/2+1 < - < Psy
sont en nombre supérieur ou égal a
S1—[81/2] > 81/2 > [8:1/2]

et prg, /2] est supérieur ou égal au [S; /2]-ietme nombre premier. Donc, pour Sy
assez grand, on a

1 1
p[S1/2] > (1 + 0(1))[51/2} log[S1/2] = (1 + 0(1))551 log Sl > 5(1 — G)Sl IOg Sl.
Lemme 2.2. Soit ¢ > 0. Il existe un entier naturel My : Mi|Ny et dont

. . ) —1 2 —1 ~1 A
la décomposition en facteurs premiers, My = Q'™ Q3> ... Q*™ ", posséde,
pour S1 assez grand, les proprietés suivantes

1
A> -5y,
=3 m1
1
(21) Qi > 5 (1 - 6) Sl IOgSI (Z = 1a2a "'aA)v
Yi > 2 (i=1,2,..., A)
. . 1 - 1
Awvec les notations de la proposition, on a donc ¢; = 3’ = 3 etcy = 2.

Démonstration. D’apres la démonstration du Lemme 2.1, on prend
A=181/2],
Q1 = Dis,/24js QA =ps, (j=1ou2),
M=o+ + 1L va=as + 1

On a bien
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A=1[5/2] > 5 /3 (S1 > 6),

1
Qiz5(1=¢) Silog (i=1,2..4),

v > 2 (i=1,2,..., A),
et le lemme est prouvé.

Lemme 2.3. 1. Soit la suite récurrente

Fy_s
— _ E>2
Cht1 SFi Ck Ch—1 (k>2),
1 2 1
c1=2,C=2 —.
173 27 38R
On a
8§  F*e  FPy
Ck+1 = T T Fr_ FaN
SR S L N

2. Soit € > 0. Pour tout entier k > 3, fizé, considérons le systéme
Sj+2 §(1+6)SJ’+1S]‘ IOgSj 1<j<k-2,
Sy =51, S1 donné.

On a, pour 1 <j<k-—2etS] assez grand,

Fj7171
Sive < (2> Fy o B2 B (L4 )Tl §1 (log Sp) P L,

Démonstration. 1. On montre, par récurrence, que

Ck4+1 =

1 Fk—l 1 Fk—l 1 Fk,—2 1 FO
2Fk—3 - FFk—BFFk—4 FFO - -
3 ! 2 k=2 \ 8E, 8F} T\8F1 )

Puis, on utilise I'identité: Fy + Fy + ... + F)y = Fxy2 — 1. On obtient

Fr_o 1Fr_ F

Fr_s k—2 k—3 0

2 ghent proa o R By
b =

Fy_ Fy
) 3 R

k+1
Fk*?; F()
8§  Fs L FR

= 3F: AFk+2 F—3 Fo °
3 IR

Ci =
ey
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2. L’inégalité s’obtient par une simple récurrence sur k. Les facteurs 3/2
proviennent des majorations

3
].Og S]' S 5 Fj,1 10g Sl
valables pour € > 0 fixé, et pour chaque j7 > 3 fixé et S; assez grand. On omet

les détails.

Lemme 2.4. Posons, pour tout entier k > 2,

o 1/Fy
16 Fp—y Fryr F* gt Flo,

et
b ( 2Fk—s 1 )UFk
k= Fr_s Fro :
(33 Fp_1)? pc F,
Notons
o LT V5
2
et
— log(1 — (-@72)7"2)
Hy(®) = Z o ,
j=3
— log(1 — (=@72)71)
Hy(®) = Z oJ ’
=3
— log(1 — (=727 1)
=6

On a, lorsque k — oo,
1.
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Démonstration. Posons

1+v5 . 1-v65 3
2 ) ﬁ_ ’ u_& (|u|<1)

a:@:

La formule de Binet pour la suite de Fibonacci décalée (Fy,) s’écrit

Ozk+1 _ ﬂk+1

Fy = =

et donne

k+1 Fk‘—i—'f , 1— uk+r+1

(2) Fk: Fk = 1—uk+1 .

1. Etudions la suite a;. Posons

e F4Fk—3 FSFk 4 Flﬁ)l B <F4>Fk3 (F5>Fk4 (Fk+1>F1
F gl pR, - \R Br) o\ Fea)

On a donc
k

log AV Fe — log Z JH,
—3 Fj—2

la formule de droite de (2), permet d’écrire

(3) log AYFr = Ay + A,.
Avec
k k
Fi_,; 1 — 2
3 k—j

Maintenant, en appliquant l'identité: Fo+ Fy + ...+ Fy = Fy42 — 1,4 A7, on
obtient
Fr_1-1 Fi_4 1
A; =31 —— =31 1-—
' s Fy, s Fy Fr—1

et en utilisant les formules (2), on obtient

(4) Alzg log & (1+0(\u|%))
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car y/|u] = 1/a. Quant & A, on la décompose en deux quantités: A =
= A2’1 — AQ’Q, avec

k k

F; ‘ I ,7
Ay = Z ;k] log(1 —u/™?) et Agg:= Z ;k] log(1 —u’~1).
j=3 j=3

Considérons Ay 1. On applique la formule de droite de (2). On obtient

k ; k ;
log(1 — u/*2 log(1 — u/t? s
Ay =Y % oy |(a—j)\|u|k 41
j=3 j=3
=: Sk(a) + O(R).

On a
k 1 i
R uk+3 = <uk+3.
< [ul ; ~) <lul

Maintenant, on remarque que Si(«) est la somme partielle d’une série conver-

gente, puisque
|log(1 — u/*?)] 2 (1Y
— o ~lGE)

Il s’ensuit que

Su(a) = i log(1 —.uj+2) 40 Z |log(1 —'uj+2)| _

. ol ) (%
j=3 j>k+1

= Hi(a) + O(lul**?),

ou l'on a posé
oo

log(1 — u/*+?
Hi() =Y %.
=3

On a, donc, obtenu
Az1 = Hy(a) + O(Jul*+?).

De la méme fagon, on montre que

Asq = Ha(a) + O([ulF?)
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ou
oo

log(1 —u’/~1)
Hy(a) = Z —
j=3
Finalement, en regroupant les deux quantités, on obtient
() Az = (Hi(@) = Ha())(1+ O([u[**?)).
Enfin, en reportant (5) et (4) dans (3), on obtient
(6) AV = (o) et (= (14 O(fu*).

Maintenant, considérons la quantité

1 3P 4P \ /P
o <16 Fy 1 Fea ) ’

En appliquant les formules de (2), on obtient, immédiatement,

Fry2

47 =47 (14 O(Jul*1)),

1o\ M ~LlogF ki1
(7)== = oqut)

(F,jﬂ)l/pk = (1+0 (%)),

() =0 oquey)

et par suite,

(7) B=3(4) (1+o(|u|%)).

Enfin, la formule de gauche de (2), donne

(8) C = 2F, — % oF (14 O(Jul*)).

En remarquant que aj, = C' B AY/F*_en regroupant (6), (7) et (8), et en posant

® = «, on obtient

ap —

Sl

(@) 47" MO I (14 O(fu] ).
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2. Etudions la suite b;. On pose by = E + G + D, avec

2\
k
()
1
G:i= ——
2/Fy
F

o 1 1/Fy
C \EeL R '

Comme dans la partie 1 de la démonstration, on a

1/a® L
E= (322) (140 (Ju*?)) et G:1+O(|u|%).

Il reste a étudier la quantité D. En utilisant la formule de gauche de (2), on

peut écrire
logD = _Dl — D2

avec
k—1

Fk,' Oéj
D = J log ——
1 ]26 Fk 0g \/5 )

-l g
k—j i
Dy = Z ij log(1 —u/™1).
=6

La méme étude que celle faite dans la partie 1, ci-dessus, donne
D2 = Hg(a) +0 (|u\k+3)

avec

. log(l —ui~t
j=6

Considérons, maintenant, D;. On écrit Dy = D13 — D12 avec

Fy_
Dy =1 j—1 1
1,1 og o Z(] ) F
Jj=6
k—1
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La formule de droite de (2) et I'identité sommatoire, citée plus haut, donnent

Dy = log 5 (1 +0 (\u|%)) .

’ a4

Maintenant, considérons D ;. L’application de la formule de droite de (2)
permet d’écrire o o
D1 =D+ O(R)

avec
o k—1 1\7
D=loga ) (j—1) (a> :
j=6
k-1 k—j+1
R=3 - e
Jj=
On a

k—
1 |k J+1
S _2 ZOT Oék Jj+1

LSRN
< k=257 D <a> <
=6

<(k=2)—3 ak+1 <
< (k-2)ulT <
kgl
< |ul T
Enfin, estimation de D s’obtient avec un petit calcul :
S5a — 4
ad(a—1)2

Finalement, en regroupant nos estimations et en posant ® = «, on obtient

2 1/@3 1/2(1)4 1 % Ha(® k—4
by, — (32) (5) ((I)) e Hs(®) (1+O(|U|T)).

Ceci termine la démonstration du lemme.

D= loga+0<|u\¥>.

Lemme 2.5. Pour tout entier n > 2, on a

d(n) < 3 ew(n) loglogn.
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Démonstration. Soit

n= Pl avee  (si=w(n)>1)
la décomposition de I’entier n > 3 en facteurs premiers, et posons

N =pip2...ps

le noyau de n. On a,
n.N = p71L1+1p32+1 pn st+1
° S
En utilisant I'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique,
on obtient

logn.N

1
s = G ((m+1)logpy + (nz +1)logpz + ... + (ns +1)logps ) =
> ((n1+1) (no+1) ... (ng+1) )7 log 2.

Il s’ensuit que

(logn.N)®

d = +1 +1)...(ng+1) <
(n) = (m ) (na ). (n ) < (slog 2)°
Comme N < n, on obtient

(10gn )
(s log 2)s

sloglogn <
- slogQ -

<3 esloglogn

d(n)

\ /\

N

Car, un petit calcul montre que

. 2 ® 2 ?
max =
s>1 \ slog?2 slog2

Enfin, on vérifie que le résultat est vraie pour n = 2. Ce qui termine la
démonstration du lemme.

= evTos? = 2,8906... < 3.

2
clog 2

3. Démonstration de la Proposition 1.1

Posons Sj41 = w(Nj41) et écrivons la décomposition de Nji; en facteurs
premiers:
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O
On a, par définition, pour j > 1, N; = d(Nj41). Il s’ensuit, en utilisant
I’hypothese de la proposition,

Mj :QYI_ngz 1 Q’YA 1|]V _d( ]+1) _6152 6SJ+1

Maintenant, nous envisageons deux situations.
Premiére situation. Supposons qu’il existe un d,,, qui possede au moins 2Fj,
diviseurs premiers, non nécessairement distincts, parmi @1, Q2,...,Q4. On a,

alors,
Sj+1

log N1 = 2(6z — 1) logt; > (6, — 1) logt,, >
i=1

log 2
0825

En utilisant la condition (1.1), on obtient

log 2 2Fy
log N1 > § ( (1—6)J15’Jl(log51) ) >

log2)? _ , e
- ((Oi D@2 a-o2m SfF“<logs1>2F“> '
Il s’ensuit que, pour S; assez grand,

Fy
logNj_,_l > (Sl(log51)2)

Ceci prouve ’assertion 1 de la proposition.

Deuziéme situation. Supposons que les §; possedent moins de 2F}, diviseurs
premiers parmi @1, Qs, ..., @ 4. Notons C' le nombre des d; dont chacun possede
au moins un diviseur parmi @1, @2, ..., @4. On a

1
> _— — ) A
T 2( = 4Fk 27 4Fk \min, (%)

On utilise, maintenant, la condition (1.1). On obtient

1 |
O> ((1 —o)Fi-2 g; §52 (log Sl)FJ'—Q) X
((1—6) == ¢ 5P (10g 8y )Fi1m 1) >
> — ! ¢; 5 (1—e)fitFie—t gliitli-2 o0 g )14 2—1 >
4F,
1

Z4F ¢ ¢ (1—e) '_15 '(log Sy )7~
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Sans perte de généralité, notons ces §;: 1,02, ...,0c et les facteurs premiers
correspondants t; > to > ... > t¢. Comme, par hypothese, chacun de ces §;
possede au moins un facteur premier parmi @1, @2, ..., Q 4, alors en utilisant la
condition (1.1), on obtient, pour chaque i : i =1,2,...,C,

5i > EJ (1 — e)ijl Sfj_l(lOgSﬂFf*l.

Maintenant, pour S assez grand, on a

—~

tioyz) = (1 +0(1))[C/2]log[C/2] =

(I4+0(1)) ClogC >

DN = DN =

> —(1—¢) ClogC >

>3 e (1—€)f 81 (log S1)%,

avec

si j>2.
La derniere inégalité est obtenue en utilisant les minorations
logC Z Fj 10g51

valable pour j > 2, k, € fixés et S assez grand et
1
logC' > 3 log Sy

valable pour j = 1, k, fixé et S; assez grand. On pose B = C — [C/2]. On

obtient

C 1 _ 1 oF; i
3252@@ ¢ (1—e)f71 577 (log Sp)F771.

On pose fB; = §; pour chaque i: i =1,2,..., B. On a, pour chaque 4,
B >¢ (1—e)fi-t 81771 (log §y) P,

Enfin, on pose pour chaque i: [C/2]+1<i<C, R; =t;. Ainsi

F; o .
Ri=ti > tieppn > g ¢ (1= 9" S17 (log S1)™.
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Finalement, en récapitulant ces résultats, on obtient
B> ¢ (1- )1 817 (log S1)Fi 1,
R; 2% (1- ) 517 (log $1)",
Bi 21 (L— ) 577" (log 51)
et ou 'on a posé pour 1 < j < k-1,
Cjt+1 = ﬁ Cj Cjs
Cjt1 = % ¢t = Fj cju1,
Cit1 = ¢ = Fj1 ¢

Ceci termine la démonstration de la proposition.
4. Démonstration du Théoréme 1.1

Démonstration du point 1. Soit k£ > 2. S’il existe un entier j : 1 <
j < k—1, tel que N; vérifie le résultat 1 de la Proposition 1.1, alors on obtient
I'inégalité 1 du Théoreme 1.1. En effet, on a

log Nj1 > ((1—¢) Si(log51)%) "

et donc ,
(log Njy1)'/ 7
S; < (1
1= (14¢) (log S1)?
Maintenant, on peut supposer que
9) Sy 1= w(dy_1(Ny)) > (log Ni) T%

car sinon le résultat 1 du théoreme est trivialement vérifié. Il s’ensuit que

1/Fy

= 2 (log Nj+1)
w(dr—1(Ng)) = S1 < (2F,)=*(1 + g)m
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et cette derniere inégalité implique le résultat 1, puisque
Nj+1 == dkfj(Nk) S Nk =n.

Maintenant, supposons que pour tout j: 1 < j < k — 1, N; ne vérifie pas le
résultat 1 de la Proposition 1.1. Montrons, d’abord, par récurrence, que pour
tout entier £ > 2, Ny vérifie le résultat 2 de la Proposition 1.1. Pour k& = 2,
le Lemme 2.2, montre que IN; = N; vérifie les hypotheses de la Proposition
1.1. Donc Nji1 = Na = Ny, vérifie les conclusions 2 de cette la proposition.
Supposons que Ni_1 vérifie les hypotheses de la Proposition 1.1. Comme Ny
vérifie les hypotheses de cette proposition, alors, pour tout 1 < j <k —2, N;

les vérifie aussi et finalement, N(;_1y;1 = Ni vérifie les conclusions 2 de la
Proposition 1.1. Maintenant, on va minorer log Nj. Ecrivons

_ . p1—1_pa—1 ps,—1
N =pit " ph* .. pskk

la décomposition de Nj en facteurs premiers et o 'on a noté Sy = w(Ny).
Comme Ny, vérifie le résultat 2 de la Proposition 1.1, alors il possede au moins

B> ¢ (1—¢)f =171 57 (log §y) s
facteurs premiers dont les exposants vérifient
pi=0;> & (1— )2 S 2(log §;) T2

Notons ces B facteurs premiers (g, n’étant pas nécessairemnt le /-itme nombre
premier, mais ¢, est supérieur ou égale au ¢-iéme nombre premier )

7 <q2 <..<gB.

Il s’ensuit que
Sk
log N > > (pi — 1) logp; >
i=1

> pilogq; >

N —
&Mm

1

-
Il

B
Cp (1 — ¢)fe-2 Sf’“‘Q(log Sy )Fe—z Zlog qi-

i=1

Y4
DO =
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Maintenant, on a, en remarquant que q|g 2] est supérieur ou égal au [B/2]-ieme
nombre premier,

B B
dloggi> Y logg; >
i=1 ]

i=[B/2
> log qip/2)(B — [B/2]) >

B
2(1-e)5logB 2

1
>(1—¢) (2 cp (1 —e)fr-1-1 Sf’c‘l(logSl)F’C*l) (Fg—1 logSy) >

Fr_q

> cr (1— €)™ =1 87 (log Sy) 1.

Finalement, en reportant dans la minoration de log Ny, on obtient

F_
log Ny > lzl 1Ck o (1 . 6)Fk—1+Fk—2 ka71+Fk72(10g51)Fk71+Fk72 >

> (1—e)Fr §F%(log §7)F*

oll, on a noté ¢ =

¢k Cr. Maintenant, on peut montrer I'inégalité 1 du
Théoreme 1.1. De l'inégalité précédente, on obtient
1/Fy 1/F
1 log N, k
S1<(1+e¢) <A> %

Ck log S1

Enfin, en utilisant la minoration (2) de Sp, on obtient

w(di1(n)) = w(di—1 (V2)) <

1/Fy, (logNk)l/Fk _
log log Ny,

1/Fy 1/F

1 1 k

S (1 + 6) 2Fk = %
Ck loglogn

< (1+4¢€) 2F; (

g

Maintenant, on pose

1 1/Fy,
ak:2Fk (@) .
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On a, en utilisant (1.3) de la Proposition 1.1, avec k + 1 & la place de k et avec
J=k,
Cr=2Fp 1 Frq1 crpr

et on remarque que (1.3) de la Proposition 1.1 et le Lemme 2.2 donnent

Fi_2
_ B E>2
Cht1 SFir Ck Ch—1 (k>2),
1 2 1
= — Co —= — ———.,
ATz 2T 33

Il s’ensuit, en appliquant le Lemme 2.3, que

16 Fyq Frpy B FLURD,

Cp = .
3Fk 4Fk+2 Fr 3 Fr_a Fo
il

Finalement, on obtient

1 3P 4Fesz pbs gt pR Y
ap = 2F — .
FT NI By B B gl B,
Ceci termine la démonstration du point 1.

Démonstration du point 2. On utilise la méme construction qu’Erdos
et Katai et on raffine leurs arguments. Posons

N1 = 2.3.5...]?31 (Sl = w(Nl))7

le produit des S; premiers nombres premiers. On définit la suite des nombres
N3, N3, ..., N, de la fagon suivante: pour j > 1, si

N; =piphps’ (S5 =w(N;)),

alors

ps;—1

r p1—1 ro p2—1 TS
Nj+1 = <sz> <Hpr1+i> Hpr1+r2+...+rsj_1+i
i=1 =1

i=1

Notons que
—1 -1 —1
Ny = pi* ™~ ph? ...pg? (S2 > 1)
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est la suite d’entiers considérées par Ramanujan pour donner une borne
inférieure de I'ordre maximum de dy(n). On a clairement

d(Nj41) = N;
et donc
Ny =d(N2) = da(N3) = ds(Ng) = ... = di—1(Ng)

et
Sl = w(dk_l (Nk))

Erdés et Kéatai ont montré les deux inégalités suivantes. Pour j > 1 et S assez
grand,

(10) Syi2 < (14 Sy01 5, log,)
et
(11) log Nj+1 < (1 + 6) Sj Sj+1 (log Sj+1)2.

Donnons-en la démonstration pour la commodité du lecteur. On remarque que
S1=w(Ny) = Q(N1) et Sjp1=w(Njp1) = QN;)
ot (NV;) désigne le nombre total de facteurs premiers de N;. On a

3; S;

St = ]+1 ri(pi — 1) <pS Zrz bs; Q(N]) = Ps; Sj+1-
i=1 i=1

Et (10) s’obtient en utilisant, pour S assez grand, I'inégalité

ps, < (1+¢€) S; log S;.

Maintenant, montrons (11). On a, pour j > 1,

Q(N;)
log Njy1 <ps, Y logp;
=1
et
Q(N;)
> logpi = (1+0(1)) pay,) = (1+ o(1)) QN;) log Q(N;),
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on obtient, pour j > 1,

log Njt1 < (14 0(1)) S; QN;) logS; log Q(N;) <
<(1+¢€)S; QN;) logw(N;) logQ(N;) <
<(1+6) S QN (ogQN;))? <
< (1+¢€)S; Sj41 (log S]+1) )

c’est-a-dire I'inégalité (11). Maintenant, nous allons majorer log Ny pour tout
entier k > 2. Pour k = 2, on obtient immédiatement de (11)

(12) log Ny < (1 + €)(S; log S1)?
et pour k = 3, on utilise (11) avec j = 2 et (10) avec j = 1, on obtient
(13) log N3 < (14 €)% 3%(S; log S1)3.

Maintenant, supposons que k > 4. L’inégalité (11), appliquée avec j = k — 1,
donne

(14) log N < (1 + €)Sk—1Sk(log Si)2.

On applique le Lemme 2.3, 2. une fois avec j = k— 3 et une fois avec j = k —2,
on obtient, pour s; assez grand,

Sk—1=Sk-3)42 <

Frq—1
3
= (2> F(f‘kﬂlFleis'” FIszL (1 + E)Fk72_1 ka72 (log Sl)kaz—l
et
Sk = S(k-2)+2 <
3 Fr_3—1
< (2) FOF’C73F1F’C*4,,. FkFi4 F;ng (1 + E)Fk—l—l ka—l (log Sl)Fk’l_l_

On note que, pour S; assez grand,
3
log S, < 3 Fi_1 log S.

En reportant ces trois dernieres inégalités dans (14), on obtient,

log Ny, <
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2

Lo X

3\ ratfes o R Fy_s+F Fo_6+F
< < > FO k—4 k—SFl k—5 k—4F2 k—6 k—5

X FOT R (F1)?(1+ €) T2 Fm1(8) log 8y ) Pt i <
3\ o Fi_s oF
< <2> Fyk= "Ry x
X Fi2 By (Fio1)? (14 €71 (Silog 81) 1 =

3Fk,3F _ 2
:(21‘;‘% kafs F5Fk77m kaFi‘3 (1+€)Fk—1 (Sl logSl)F"'.

En posant, pour k > 4,

(3Fk—3Fk_1)2

Fi_ F_
o )l D
-3

€x = k—3)

on obtient, pour tout entier k > 4 et S assez grand,
(15) log Ni. < ex (1 + €)F*71(S; log Sp)%*.

Maintenant, on a, pour S assez grand,

log N1 = Z logp = (1+0(1))ps, = (1 +0(1))S1log Sy

p<ps;

et par suite
log S1 = (14 o(1))loglog Ny,

et enfin, pour tout k& > 2, fixé,
(log §1)"™* =

= (1+0(1)) (loglog N1)f* < (1 +¢€) (loglog N1)™ < (1 + ¢€) (loglog Ny ).

Finalement, en reportant cette derniére inégalité dans (12) pour k = 2, dans
(13) pour k = 3 et dans (15) pour k > 4, on obtient, avec la convention : e5 =1
et es = 32, que pour tout k > 2

log N < e ((1+4¢€) Sqloglog Ny )F’c .
Et par conséquent,

Fs (1, 1/ Fy
w(dg-1(n)) =1 > (1—¢) (1) (log N '/ %+

e loglog N;,



238 A. Smati

Ce qui termine la démonstration.
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