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APPROXIMATION DURCH
LINEARKOMBINATIONEN VON MODIFIZIERTEN

SZASZ-OPERATOREN

J. Grof (Veszprém, Ungarn)

Herrn Prof. Janos Baldzs zum 75. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Die Definition des Szdsz-(Mirakjan-)Operators S, lautet folgenderweise

> nr k
Sdﬁx%=e””§ f(§>(m) (z20,neN*:={1,2,3,.}).
k=0

O. Szész bewies in [5] die folgende Behauptung: "Es sei die Funktion f
in allen beschrinkten Intervallen beschrinkt und f(t) = O(t¥) (t — o), mit
einer positiven Zahl k. Ist f im Punkt zo zweimal differenzierbar, so gilt

n[Sn(f; o) — f(zo)] — %fof”(zo) (n — 00).”

Im Falle 2o f”(x0) # 0 kann also die Ordnung der Approximation nicht besser
sein, als 1/n. Um die Ordnung zu verbessern, definierte M. Frentiu die folgende
Linearkombinationen von Szasz-Operatoren

SEN(f) := a1 Su(f) + c2San(f) + ...+ a:Sen(f)  (r €NY)
mit den Koeffizienten

(=1) 3"

Goyt U=hZean)

(1) aj =

Er bewies den folgenden
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Satz F. ([1], S.67.) Es sei die Funktion f im Intervall [0,00) beschrinkt
und im Punkl z¢ 2r-mal differenzierbar. Dann gill

(2) Sk](f;&‘o)—f(-’vo)’=0(i) , n — 0.

nl‘

Der Operator S, ist nur auf der nichtnegativen Seite der Zahlengeraden zur
Approximation geeignet. Um die Beschrankung z > 0 zu beseitigen, definierte
der Verfasser in [3] den Operator H, durch

s 2 |1 () + 0 (-5)] 5

(~o0 < z <00, n€eNT).

Ha(f;2z) :=

Auch H, besitzt die nachteilige Eigenschaft: im Falle zof”(zo) # 0 ist die
Ordnung der Konvergenz H,(f;z0) — f(z0) (n — oo) nicht besser als 1/n.
Der Verfasser zeigte in [4], daB der mit den obigen Koeffizienten «; definierte
Operator

HE(f) := ayHn(f) + a2Hon(f) + ... + ar Hen(f)

ahnliche Eigenschaften besitzt wie SL' I,
Satz G. [4] Wir nehmen an, daf die Funktion f : R — R der Bedingung

(3) I£(t)| < AlR)PM (t e R)

genigl. (Hier sind A, [ positive Zahlen.) Ist die Funktion f in den Punkten
zg und —xqg 2r-mal differenzierbar, so ist

1
HMfiz0) - fa0)] =0 (%) (n—roo)
Bemerkung. Die Bedingung beziiglich des Punktes —zo darf man nicht
verglassen (Gegenbeispiel in [4]).

M. Frentiu bewies auch die folgende Behauptung ([1], S. 67.): ”Ist f
in [0,00) beschrankt, in [0,a] 2r-mal differenzierbar und f°v) beschrinkt, so
gilt die Konvergenzgeschwindigkeit (2) im Intervall [0,a] gleichmafig.” Eine
[r]
n

analoge Behauptung ist fiir Hy;; " leider nicht giiltig.
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Gegenbeispiel. Betrachten wir die Funktion f(¢) := t? und den Operator
H,[,S]. Man verifiziert leicht, da§

H.(t%z) = 2%+ %thm:
ist. Die Zahlen a, a3, a3 erhalten wir aus (1) mit r = 3:
1 9
(4) 011=§, az = —4, a3=§.
Hieraus ergibt sich

H,[,al(t2;z) = —;— (22 + i:;—thn:z) -4 (;7:2 + %th?na:) + g (:r:2 + %th&u:) =

=z?- % [%(l — thnz) — 2(1 — th2nz) + g(l - th3n2:)] =:

=:z2 — An(z).

Daraus und aus der Identitat 1 — thy = 2/(e? + 1) ist es klar: Zu jede Zahl =
existiert eine Zahl K > 0 derart, daB die Abschatzung

K
3](42. 2
(¢ 2) - 2| <

(%)

zutrifft. Es gibt aber keine, von z unabhangige Konstante K so, daB (5) fiir
alle z € [0, a] giiltig ist. Ist namlich 2 = 1/n, so bekommt man

An(2) = An (%) = # (%thl — 2th2 + gm) .

Da die zweite Faktor der rechten Seite von Null verschieden ist, konvergiert

A, (-11—1) nur in der Ordnung n~2.

(3]
n

In der vorliegenden Arbeit modifizieren wir den Operator Hy, ' in der Weise,

daB der neue Operator ;1'[‘31 - unter entsprechender Bedingungen - im Intervall
[—a,a] eine gleichmaBige Approximation von der Ordnung 1/n3 liefert. In
dieser Arbeit befassen wir uns also nur mit dem Fall r = 3.
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II. Die Definition von 1_1[?] und der Satz

Die Modifizierung von H,[?] besteht eigentlich in der Modifizierung von H,;
die Koeffizienten der Linearkombination bleiben die Zahlen (4):

Ho(fiz) = Hafio) - [1 (1) - 270+ 1 (3)] BFetna

n
(mo0 <z < oo, neNt).

f]'[;a](f) = %ffﬂ(f) - 4H2n(f) + gﬁan(f)

Im Abschnitt V beweisen wir die folgende Behauptung.

Satz. FEs sei die Funktion f : R — R beschrankt, in jedem Punkt
des endlichen Intervalls [~a,a] 6-mal differenzierbar, die Ableitung f(6) in
[—a, a] beschrankt. Dann ezistiert eine positive Zahl A derart, daf8 die folgende
gleichmapige Abschdtzung gilt

BO(fi2)- f@)| <& (~a<z<a)

n3

Bemerkung. 1. Die Beschranktheit von f ist nicht notwendig, es wirde
auch die Bedinung (3) gentigen, aber dann ware der Beweis komplizierter.

2. Wiirden wir anstelle von [—a, a] ein beliebiges Intervall [a, b] schreiben,
so ware der Satz falsch.

III. Bezeichnungen

In den folgenden Bezeichungen ist z € R, y € R, n € N* k € N :=
:={0,1,2,...}, JEN, f:R—R.

© fule) o= f(-a)
iz o= [1(-3) =200+ 1 (3 )| "o

gn(f;z) = f"(O)—;;thn:c;
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, o aa(na) N L (mo)f
(7) Pnk(z) =€ r Ink(2) = 2chnz k!

(8) Un j(z) := (; —JB) P k(—2);
k=0
o APAY.
) Zosty) = &8 Yk -y Y
k=0

Das Symbol O (%) soll im weiteren eine Funktion ¢ bedeuten, die der
Bedingung
C
le(z)] < =
n

mit einer von z und n unabhangigen Konstante C fiir alle z € [0,a], n € N*
genugt. '

IV. Hilfssatze

Hilfssatz 1.

(10) AR(f.;—2) = AR(f;2).

Beweis. Aus den Definitionen von H, und h, bekommt man leicht

Hp(fu;—z) = Ho(f52), hn(fu;—-2) = ha(f;z),

daraus ergibt sich (10) unmittelbar.

Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt

mlf52) =752 =0 (%) (©szsa)
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Beweis. Auf Grund der Taylor-Formel erhalt man

1y _ oyl f70) 1 f(0) 1 .f(")(f)1
f(—;)—f@)—f@h;+ I A TR s

1" " (4)
1(3) = ro+ s+ LR LR 0 L

Demnach ist

w1 (-2) - 210+ (3)] = 1@+ 5 [190 + 190 5

n2?’

also gibt es eine Zahl C' > 0 derart, da8 fiir z € [0, a]

|gn(f,1') - h' (fvz)l <

2

ist.

Hilfssatz 3.
z z
Vn,O(x) =1, Vn,l(l') =0, Vn,2(z) = —T_l' vn,S(z) = ;17,'

322 2 10z2
Vaa(z) = Tt Vas(z) = a3+

15:: 2522
nd

Vas(z) = + nfg (z € R, neNT).

Beweis. Die obigen Gleichungen kénnen wir durch einfache Rechnungen
bzw. mit Hilfe der folgenden Rekursionsformel (s. [2], S. 35-36) verifizieren.

V";j'f'l(z) = ;J( )+ Vn] 1(z ) (] =1,2,. )

Hilfssatz 4.

(11) Zno(y) =1, Zaa(y)=-2y (y€R).

Es gilt die Rekursionsformel

(12) Zniv1(¥) = Y2, ;(¥) — 2920 () + 3YZni-1(¥) (G=1,2,..)).
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Beweis. (11) ergibt sich durch einfache Rechnungen. Weiterhin ist

)k—l

(e o]
(13)  Z0;(0) = Zni(¥) = iZnjor(w) + e 3k — 9 (=) e
k=1
Die Faktor —k in der letzten Reihe schreiben wir in der Form —(k — y) — v,
dann erhalten wir

= i (—y)k-l 1 P41
e D (k= gV (=k) == = S Znjn(y) - (-9 +

k=1

i1
+2ni() = (=0 = L Zn 1Y) + Zn 5 (0).
Daraus und aus (13) folgt (12).

Hilfssatz 5. Seien v € N, n € Nt. Es ezistiert eine positive Zahl C mit

(14) zve™ " < n_C:, (z >0).

Beweis. Da

1
Ve~ — _y(nl,)ue—nx
n

ist und die Funktion ¢(y) := y*e~¥(y > 0) beschrankt ist, gilt (14) offen-
sichtlich.

Hilfssatz 6.
(15)  Uno(z) =1, Uni(z)= =22, Unaz)=42?- % (z €R).

Es ezistiert eine positive Zahl C derart, daf die folgende Abschdtzung besteht

~

(16) le="*U, ;(z)| < :—J (2>0,j=0,1,...,6).
Beweis. Aus (8) und (9) ergibt sich
1
(17) Unj(z) = ;Zn’j(nz) (z € R),

demnach bekommt man (15) mit Hilfe von (11) und (12). Aus (11) und
(12) stellt sich heraus, daB die Funktionen Z,; Polynome sind, demzufolge
ist e ¥Z,i(y) < C(y>0,j=0,1,...,6). Daraus und aus (17) folgt (16).
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V. Der Beweis des Satzes

Erster Schritt. Es sei 0 < £ < a. Unter den Voraussetzungen des Satzes
gilt

6. fU) (g .
=3 f—J;,LQ(t —zf +@)t—2)®  (LER),
j=0 ’

wobei 1!lim n(t) = 0 ist, ferner gibt es eine Zahl M > 0 mit |p(t)] < M (t € R).
—T

Hiernach erhalten wir unter Benutzung der Bezeichungen (6) und (7)

Ha(fiz)= 3 7 (E)+crn (5)] nrtar =

k=0

:izﬁz (J])!(I) (-T—l —z)an z)+in( ) (— —z)sq,,_k(z)+

=0

+§:§:f_yj)—'(_l—) (S _I> an.k(=2) + i ( ) (_ ‘-"-‘)an,k(—x) =:

=P+Q+P+Q.
wobei tlim 7(t) =tlim 7(t) = 0 ist, ferner gibt es eine Zahl M > 0 mit
—z —z

'n(§>'5M, ‘f)(%)‘SM (k€ N,ne Nt

Da ¢n k() < pn k() ist, bekommen wir
0o k 6
Q| < ME) (; - z) Pni(z) = MVyg(2).

Q 148t sich ahnlich abschitzen, da fir z > 0 |gn1(—2)| = gni(z) ist. Auf
Grund des Hilfssatzes 3 erhalten wir also

a-o(3). e=o(3)
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Betrachten wir jetzt P und P. Offensichtlich gelten die Gleichungen

fi(z) e @) ,
Z j'  2chnz Vai@), P= Z 3! 2chnz Uni()-

j=0

Zur Summe P benutzen wir Hilfssatz 3

i@ =5 40(%), hs@=0(%) ne@=0(%);

mit der Bezeichnung

() | {9,

Fz) == 4

gilt also

= g [0 + @15 + P 5] 40 ().

Die Summe P untersuchen wir mit Hilfe von Hilfssatz 6: aus (16) folgt

U2 =0 (55)  (1=3.456)

demnach bekommen wir (s. auch (15))

-nzr
e

= [f.(:c) fl(2)22 + = f"(:c) (42 ——)].+o( )

Es gilt also

P+P=G+T,

wobei wir die folgenden Bezeichnungen benutzten:
2 z
G = f(z) + f"(2) o + F(@)5,

e—ru:

r= [f.(z) - f(z) - 22fi(z) + %ff(z) (407-7) -

2chnz

1., 1
-3 (z)% - F(z)%] +0 (;-3-) .
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Aufgrund der Taylor-Formel und der Gleichungen
£.0)= f(0). 20 = ~F(0). 10~ 1"(0)
erhalten wir
1(2) =1(0) + F'(0)z + 202" + 5. f(€)2,
£o(2) =£(0) = F(O)z + 5 £(0)2 + 5. (6.)2",
fi(2) = = £1(0) + [ (O + 3£/ (9)2%

f(z) =f"(0) + f"(7)z,
fl(@) =f"(0)+ £ (m.)z
(mit 0<§,&.,9,7, 7 <2).

Hieraus ergibt sich dann nach Hilfssatz 5

r=-="rn:+o0 (-15) .
n n

2chnz

Unter Berticksichtigung der Identitat e=¥/chy = 1 — thy 148t sich. ' in der
folgender Form schreiben:

T=—(1- thn:r:)f”(O)?i; +0 (%) .

Zusammengefafit: aus unseren Ausfuhrungen geht hervor, daf3

Ha(fi2) = f(2) + (f"(2) = /" (O) = + Fla) 55+

iy L 1
+f"(0) 2nt]mz +0 (713)
ist. Daraus bekommt man auf Grund des Hilfssatzes 2
Aa(fi2) = £(@) + (F'(2) = F1(0) 2 + F(z)% +0 =
ma 2n n? n3 /)’

hiernach gilt

. 1 .
Bgin) = (5-4+3) 1@+ U - o0 (3-1 343 3) +
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z (1 1 9 1 1 1
+F($)n—2(-2-—4ﬁ+;2‘¥)+O<n—3)=f(l')+0(-n—3>

Damit ist der Satz fir 0 < 2 < a bewiesen.

Zweiter Schritl. Es sei jetzt —a < z < 0. Da auch die Funktion f, die
Bedingungen des Satzes erfillt, und 0 < —2 < a ist, folgt aus dem soeben
bewiesenen

(18)

AB(f: —2) - f_(_;,,-)\ <2 (0<-z<a),

wobei A, eine positive Zahl ist. Da f.(—z) = f(z) ist, ergibt sich aus (18)
nach Hilfssatz 1 die Abschatzung

|82 - @) < 2 (ra<z<0)

Der Satz ist also bewiesen.
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