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T. Fawzy definierte in [1] und [2] eine Klasse von Spline-Funktionen
und mit deren Hilfe hat er die numerische Losung des mit y" = f(x; y);
x€[0; 1], ¥(0) = y, gegebenen Cauchy-Problems gegeben. Der Verfasser
gab mit der in [3] definierten Spline-Funktion die numerische Losung des
v’ = f(x,y,¥); x€la, b], y(@) = y,; ¥’ (a) = y; Cauchy-Problems. In der
vorliegenden Arbeit definieren wir eine Spline-Funktion und mit deren
Hilfe approximieren wir die Losung des Cauchy-Problems. Wir werden
zeigen, dass diese Spline-Funktion eine bessere Ndherung gibt, als die in [3]
definiérte Spline-Funktion.

1. Die Definition der Spline-Funktion

Betrachten wir das Cauchy-Problem:
(1) ' =f(xYy); xelab]
Y(@) = Yo; y'(a@) = ¥

Dieses Problem hat eine eindeutige Lésung im Intervall [a, b], wenn die
nachstehenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Funktion f(x, y, ') ist stetig
(d.h. y” (x)eC° [a; b))
2. Die Lipschitz-Bedingung ist erfiillt, d.h.
If(X, Yo 2)— f(, ¥ 2) =L - (Y= 01|+ 12— 24 ])
WO Yy, ¥s, 24, 2, beliebige Variablen sind.

Es sei

X, = a+k- b—a; h = b—a;
n n

Y& =i V) =y V) =yl k=012 ...;n)
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Definition.
@) S, = {So(x) f?r Xo=X=X,
S, (x) fir x,=x=x.,, (*k=1;2;...;n=1)
wo
x ¢t
So(x):=yo+y6-(x—xo)+fff[u,.vo+,v6-(u—xo)+
Xo Xo
x ) ) o ’ ’
+i(—§i) (=X, Yot f(Xor Yor Vo) - (1 —xo_)] dudt,
Sx) 1 = Spo1(Xp) + S 1 () - (X —x,) +
x
+ f f flu, h(u), hi(u)] du dt
Xy X
und

hi(x) 1 = Sy 1(Xp) + S 1(xp) - (X —x,) +

+ S Sk—l(x')k)7 Si-1(x4)] d(x—x). X

-

Es ist leicht zu beweisen, dass
Sp-1(X) = Silx) (K
Sk1x) = Si(x;) (K
das heisst S(x)€ Ca; b].

I

1;2;...;n=1)
2

1;2;...5n=1)

2. Problemen der Konvergenz

Das Ziel der Untersuchungen ist die Approximation der Losung des
Cauchy-Problems mit Hilfe der durch (2) definierten Spline-Funktion.
Ausserdem wird die Ordnung der Approximation untersucht.

Zum Beweis benutzen wir oft die nachstehenden Taylor-Formeln, die
sich aus der Bedingung ¥(x)€ C? [a; b] ergeben:

W) = et vi- (x —vxk>+%-(x—xk)2-
wenn

Xy<Ep<X=X,y; (Kk=0;1;2;...;n=1)

VX)) = ye+y7 () - (x—xp)
wenn

Xp<mp<X=x,, *k=0;1;2;...;n-1)
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Daneben benutzen wir die nachstehenden Zusammenhinge, die sich aus der
Integrierung der (1) Differenzialgleichung ergeben:

Y9 = it [ 1630,y d
Xk

YO =yt i =x) + [ [ flu, y(u), y'()] du dt

X Xk
Xe=x=X,, *k=0;1;2;..;n-1)
Definition.
€= Ye =S, x)1 *k=0;1;2;...;n=1)
G = Vi =Sk ()| (*k=0;1;2;...5n-1)
= =Sy ()l (k=0;1;2;..;n=1)
€nt = [¥n —Sp1(x)]
ent = |¥n —Spa(xn)|
e = |yy =Si_x)] - &
Lemma 2.1.
Es sei
X=Xx=X,,, ((k=1;2;...;n=1)
Dann ist

[y(x) = h(x)| < e, + e (x —x,) + %'U)z(h)'(x —Xy)? +%'(X—xk)2'(ek+e;¢) )

1Y/(0) = hix) | = e+ wy(h) - (x = x1) + L - (x—X)- (e + 1) »

wo y(x) die Losung des (1) Cauchy-Problems ist, L ist die Lipschitz-Konstante

und
wy(h) = up Ly (x) =y (x| - [x]

Beweis.
19) — )| —Jyk+yk (x— )+ LS. (*k’ (X=X

= Suao) = S ) — [ Sl s (- =

I = |y —Skx)| + |yr —Sx )| - (X —x,) +
o 1Y (&) — ¥ (1) + f (X Vi Vi) — F[ X1 SilXi), SH(x)]] - (x —x,)* =

, 1 1 ,
= e+ e (X —X) +?'w2(h)'(x—xk)2 +_2‘ c (X =x)% L-(ex+e€p).

Die zweite Ungleichung ist dhnlicherweise zu beweisen. [x]
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Lemma 2.2.
Coi1=6,-(1+C,-h?)+C,-ep- h+ Cy- h*- wy(h)
eipa=L-e,-h-(1+Cy-h)+e;- (14 Cy5-h)+ Cg- h?- wy(h)
(k=0;1;2; ...; n=1),
wo Cy; Cy; Cy; Cy; Cs; Cg pozitive Konstanten sind. [X]

Beweis.

Es sei
Xy=X=X.,, k=12;...;n-1).
Dannt ist:
b4 t
|y(x) = SuX)| = | Y+ Y- (x = x,) + fff[u,y(u),y’(U)]dudP

. X Xy

= Sk—1(X) — Sk—1(x1) - (x = x) —fjf[”r hy(u), hi(u)] du dt‘ =

xk Xpe

= epreiht Lo [ [ {1yw) =m0 + 1y - )|} dudt <

Xp Xk

x t
’ ’ l 9
Sek+ek'h+L'ff{ek+ek'(u—xk)+‘_2“‘wz(h)'(u—xk)"*’
Xk X
L ,
o <ek+e,:)-(u—xk>2+e;+wz<h>-(u—xk)+L-(ek+ek>-(u—xk>} dudt =

2 2
sek-[l +£oh2+—L—-h4+ L ch2 |+
2 24 6
2 2
+e;-[h +£‘—-h3+£—-h4+£-h'-’+—1“——-h3]+wz(h)-[—L—-h‘+£-h3].
6 24 2 6 24 6
Bei
X=x,4, k=12;...;n=-2)
V) =S D = V(X1 1) = S iXa )| = g =
=e.-(1+Cy-h®)+e-h-Cyt Cq-h3- wy(h).
Bei

X =X,
1Y(n) = SpalXn)| = en=eny-(1+C-h)+ ;- h- Cot Cy- h3- wy(h) -

Der Beweis kann auch fiir & = 0 und fiir die zweite Ungleichung dhnlicher-
weise durchgefiihrt werden. |x]
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Lemma 2.3.
€s1=Cs-er, - (1+Cy-h)+Cy- h- wy(h)
k=0;1;2;...; n=1),
wo C,; Cg pozitive Konstanten sind,

e, = max{eg €5 ... ) und O=ry=k.[x]

Beweis.

Wenden wir die Lemma 2.2. mehrmals an, dann bekommen wir die
folgenden Ungleichungen:

€hpa=L-ey-h-(1+Cy-h)+€,-(1+Cy-h)+ Cy - wrn(h) - 2
- (14 Cy-hy=L-e_y-h-(14Cy-h)- (14 Cy- bY€)y (14+Cy-h)+
+Cy-aonll)- 2. (14 Cy- h)
¢y -(1+C-h2=L-g,_p-h-(1+C4-h)-(1+Cy-hY +€,_y-(1+Cy-h)>+
+Cy - won(h)-h2-(1+C,- h)?

¢ (14Cy-hyessL-eg-h-(14Cy-h)- (14 Cy-HYe+ef - (1+Cy- Y+ 4
+Cy- og(h)-h2. (14 C - h)E.

Addieren wir diese Ungleichungen, so bekommen wir:
k
Chpn=Lh-(1+Cy ). S e (1+Cye hYed - (1+Cy- 1+
j=0

k

+Cq- on(h)- B2 > (1 +C5-h)l

i=0

LR+
e;‘HS.L'h'(l-FC‘,‘h)-e,o.(1+C5 h) 1

Cs-h
LRt
+Cs'w2(h)'h2' (1+C5 h) ! ’
Cs'h
wo
e, = max{ey; e; 6; ...;¢) und O=ry=k.

Auf Grund der Ungleichung

b—a ]k+1

(1+C5-hk+1 = [l +C5-—— = [1 +£5-_(b—_a)_]" =¢Cs -9 = const
n n

bekommen wir die Lemma 2.3. [x]
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Lemma 2.4.
€s1=Cry (14 Cy-h)+ Cyg- h*- coy(h)
k=0;1;2; ...; n=1),
wo Cy; C,, pozitive Konstanten sind,

e, = max{ey; ;8 ...; ¢} und O=ry=k.[X|

1]

Beweis.

Wenden wir die Lemmata 2.2. und 2.3. an, dann bekommen wir Lem-
ma 2.4. [x]

Lemma 2.5.
erg=Cyy-er - (14 Cpp- M)+ Cpg- i on(h)

wo C,y; Cyy; Cyg positive Konstanten sind,
e/, = max{eg; e1; €5; ... €}; O=<r,=<k,

er, = max{e,; €;; €s; ...; bo—1};  O=r=ry—1.x!

Beweis.

Lemma 2.5. ergibt sich aus Lemma 2.3. [X]

Lemma 2.6.
o=t - (1+Cyg- M)+ Cy5- 12 an(h)

wo C,,, C,5 positive Konstanten sind,
er

o = max{ey; €5 65 .. .5 6} O=ry=k,

e, = max{e,; € €; ...; ep-1); O=r=ro—1.[x

Beweis.
Aus Lemma 2.2. folgt
bry=Crg—1-(1 +C15-h2)+Cy;-€7,—1-h+Cyg-h-my(h)=e;,- (1 +Cy4- h2) +
+Cyz€hp-1- T+ Cyg- hPay(h).
Aus Lemma 2.5. folgt
bro—1=Cyy-erx - (14 Cpy-h)+ Cig- h-awy(h),

wo
er¥ = max{ey; €; €; ...; €rg_2}.

Wenn wir die Ungleichung e-x <e¢, anwenden, bekommen wir:
tro-1=Cyy-br - (14 Cpp- )+ Cpg- h- con(h) .
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Mit Hilfe dieser Ungleichung bekommt man:
ero=€r,+(14+C- )+ Cpy- N {Cy-6r - (1 +Cpp- h)+ Cyy- h-wy(M)} +
+ Cyg-h2- ag(h),
ero=er - (1+Cyy-h)+ Cyy-h2- wy(h) . |X]

SATZ 2.1.
Ox1=Cyg- - p(h)
fiir
(k=0;1;2;...; n=1),
wo B
opf) = sup_ 1) =y ()l - Xl
Beweis.

Laut Lemma2.4.:
Cr1=Cr- (1 +Cg-h)+ Cio- h%-m(h),
wo
e, = max{e,; ¢,; ...; ¢}; O=ry=k,
und
(k=0;1;2;...;n=1).
Laut Lemma 2.6.
Cro=06r,-(1+Cp4-h)+Cy5-h%- wy(h),

wo
e, = max{ey; €; ...;€,-1); O=rj=ry—1,
ery=e€r,-(1+C¥-h)+ C¥*-h?. wy(h),
wo
er, = max{e,; 65 ...; 6 —1}; O=ry=nr—1,
ery=ery - (14+CE-h)+ C¥*-h*-my(h),
wo

e, = max{ey; €15 ...; €—1}; O=ry=r,—1
und so weiter, endlich ergibt sich
e’sse’SH (l +C;Fh)+c,:*h2m2(h)v

wo
¢y = max{e,; ¢} und e, = max{e} = 0.
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Es sei
C,o = max{C,; Cy,; C¥; C¥; ...; C¥}

und
Cyy = max{Cyy; Cy5; CF*; CF*; ... ; C**¥}.

Dann bekommen wir die folgenden Ungleichungen (dhnlicherweise,
wie im Beweis der Lemma 2.3.):

Chy1=Cry* (14 Cog- M)+ Coy - - eny(h) ,
ery* (14 Cog- R)=er, - (14 Cyq- h)?+ Cyy - h2- 0ry() - (14 Coq - ),
er - (14 Coq-h)2=er,- (14 Coq- h)*+ Cyy - h2- p(h) - (1 4 Cyy - 1),

ry (14 Cag- By *1 = ry,, - (1+ Cog H)*2+ Coy - 2 ang(h) - (14 Cog - 2.
Addieren wir diese Ungleichungen, bekommen wir:

.hyst+t2 _
Ces1 = ropr- (14 Co- My¥2 4+ Cyy - 112 ang(h - (L Co0 P

’

Coo-h
€f+1="Cig-N-wy(h). [X]
SATZ 2.2.
Cir1=Cog - 11~ ()
fiir
(k=0;1;2;...;n=1). X
Beweis.

Wenden wir die Lemma 2.3. und SATZ 2.1. an, dann bekommen wir
SATZ 2.2. [x]

SATZ 2.3.
e’ = Coy- h- wo(h)
fiir
k=0;1;2;...;n). ¥
Beweis.

Fir k=1;2;...;n-1
e’ = |y =S¢ ()| = 1y (x) — f (i ilxi), Bifxi)) | =
= 1y"(x) = F[Xw S—1(x4), Sk—1(x)]| =
= [fXp Yio i) — F[ X4 Silxi)s Silxi) ]| =
=L {1y —Six)| + ¥k — Sk(xp) [} =Caz- h- y(h) .
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Fiir k = n:

en = ¥ (n) = Si_a(n) | = 10 = F[Xn Baea(Xn), Bna(x)]] =
= |/ Y Y1) = F X Bes(x0), B a(x)] 1 =
= L A1y —haa(X)| + |yn = Boa(Xn) |} =

:L.{

_ S[Xa=1 Sn—1(Xn-1)s Sp—1(Xn-1)| 2
2

Voo1 + Vit h+l%-‘—’ B8y (o) = Shyy(n) A

+

'

V-1t Y Mpoa)- h=S, (X, 1) —

12 Sty S a(n)] B { }s

4 hz 4 ’7 h2 ’
=L. {en—1+en—1' h+ * Iy (En—l)'—yn-ll +_2— * lf(xn—v yn—-l’yn—l)_

2
— f[Xn—1 Sne1(Xn—1)s Sn—a(Xn-)1l +en—y + 1| Y (1) = Y (Xp-1)| +

B 1 Gy Vet Vio-1) = S Xn—1> SncaGnos)y s;_1<x,._1>1|}s

) K2 h2
=L. len—1+en—1 ‘ h+7'w2(h) +?' L. [ lyn—l’_sn—l(xn-l)l +
+ | ¥h-1—Sh—1(xp-)| ] +en_y + h-wy(h) +
£ R L[ Yno1 = Sne1Conan)] + 1Ypos = Spos(na)]] }s

=Cyy+ h- wp(h) . [X]
SATZ 2.4.
[y(x) = Sa(x)| =K - hr- wy(h),
[y'(x) = Sax)| =Ky - h-wy(h),
|y”(x) = Sa(x)| =Ky - h- wy(h),

wo y(x) die Losung des (1) Cauchy-Problems, S ,(x) die in (2) definierte Spline-
Funktion sind, und K;; Ky; K; die Konstanten sind und

() = sup [y"(x)-y"(x)[. X

|x=xi|=

6 ANNALES Sectio Computatorica — Tomus 111.
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Beweis.

Wenden wir die Satze 2.1. und 2.2., Lemma 2.1. und die Ungleichungen

L L2 L2
x)—-S,(x)| =e, |1 +— -2+ — -h*+— . RH3|+
[y(x) = Si(x)| <e, [ 5 24 6 ]

3 2
+ ) - h+»-{1-h3+ ~11—-I1‘+—!7~--h2+-—L—-h3 +
6 24 2 6

L L
+ wy(h) - | —--ht+ = h3{,
w,(h) [24 A ]

L2 L2
)=S0 mexe [L-h o] ¢
3 2
+£’;"[l+£-h2+—l‘—--h3+L-fl+~L—-h2 +w2(h). A.hfi.{.i.hzl,
2 6 2 6 2

Y7 ()= SE ()| = L-{[y(x) = h(x) | + |y (x) - hi(x) 1}

an, dann bekommen wir SATZ 2.4. [X]

Wir werden im SATZ 2.5. zeigen, dass die durch (2) definierte Spline-
Funktion die Differentialgleichung v = f(x, v, y") befriedigt, wenn n—
(das heisst h—0).

SATZ 2.5.
Es sei S4(x) die durch (2) definierte Spline-Funktion und

SHx): = f(x, SAx), Sa(x)),

ferner
f(x, v, v)eLip, 1.
Dann ist
|S”(x)— SZ4(x)| = K5 h- wo(h)
wo _
oolh) = sup |y"(x)—y"(x))] . [
|x=xi|=h
Beweis.

Wenden wir den SATZ 2.4. und die Bedingung feLip, 1 an, dann be-
kommen wir den SATZ 2.5.

Es sei

Xp=x=X,, (k=12 ...,n-1).
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Dann ist

|S7(x) = SZ(x)| = S ()= % Sy (x), Si(¥)]| =

=S¢ =y )+ 1 flx, v (%), y ()] = flx, Sp(x), Six)]i=

= Kyt ap() + L-{[y() = Sy () | + [y (x) = Si() [} = Ky - 11 - og(h) .
Der Beweis kann auch fiir ¥ = 0 dhnlicherweise durchgefiihrt werden. [x|
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